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0.1 信号与系统学习笔记 - 总目录

0.1.1 课程整体框架

本课程是电子信息、通信工程、自动化等专业的核心基础课。信号与系统是连接数学与
工程实践的桥梁，它为后续的通信原理、数字信号处理、自动控制原理、图像处理等课
程奠定理论基础。

信号与系统研究什么？

外部世界 → 信号（输入） → 系统 → 信号（输出） → 外部世界

• 信号：信息的载体，如语音信号、图像信号、电磁波信号
• 系统：对信号进行加工处理的装置或算法，如滤波器、放大器、通信信道

本课程的核心思想

1. 分解与叠加：复杂信号可以分解为简单基本信号的组合
2. 变换域分析：通过傅里叶变换、拉普拉斯变换等” 换一个角度看问题”
3. LTI 系统分析：线性时不变系统是最基本、最易分析的系统类型

两条主线

主线 时域分析 变换域分析

连续系统 卷积积分、微分方程 傅里叶变换、拉普拉斯变换

离散系统 卷积和、差分方程 傅里叶变换、Z 变换

0.1.2 各章内容简介

第 1 章：信号与系统基础

前置知识：高等数学（微积分、复数）核心内容：- 信号的分类体系 - 基本信号运算（平
移、反转、尺度变换）- 典型信号（阶跃、冲激、斜坡、复指数）- 系统的分类 - LTI 系
统的特性
学习目标：掌握信号的各种分类方式，熟悉基本信号的数学表达和性质，理解系统

分类的含义。
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第 2 章：连续时间系统时域分析

前置知识：第 1 章、常微分方程 核心内容：- 微分方程描述系统 - 零输入响应和零状态
响应 - 冲激响应 - 卷积积分（重点 + 难点）- 系统的因果性和稳定性
学习目标：掌握卷积的图形解释和计算，理解系统响应的分解。

第 3 章：傅里叶变换

前置知识：第 1-2 章、傅里叶级数 核心内容：- 傅里叶级数（三角/指数形式）- 傅里叶
变换定义与性质 - 常见信号的傅里叶变换对 - 频率响应 - 采样定理 - 吉布斯现象
学习目标：理解” 将信号分解为不同频率的正弦波” 这一核心思想，掌握傅里叶变换

的基本性质。

第 4 章：拉普拉斯变换（最重要）

前置知识：第 1-3 章、复变函数基础 核心内容：- 拉普拉斯变换定义 - 收敛域 (ROC) 分
析 - 性质与常用变换对 - 反变换（部分分式展开）- 求解微分方程 - 系统函数与零极点
分析 - 系统方框图实现
学习目标：拉普拉斯变换是分析连续系统的最强大工具，必须熟练掌握其定义、性

质和求解方法。

第 5 章：离散时间信号与系统

前置知识：第 1-2 章 核心内容：- 离散信号表示 - 基本序列 - 采样过程 - 差分方程 - 离
散卷积和 - 离散系统的因果性和稳定性
学习目标：理解从连续到离散的转换，掌握离散信号的基本运算。

第 6 章：Z 变换

前置知识：第 4-5 章 核心内容：- Z 变换定义 - 收敛域 (ROC) - 性质与常用变换对 - Z
反变换 - 求解差分方程 - 离散系统函数
学习目标：Z 变换是离散域中的” 拉普拉斯变换”，是分析离散系统的主要工具。
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第 7 章：系统函数与状态变量

前置知识：第 4、6 章 核心内容：- 系统函数分析 - 零极点与频率响应 - 稳定性分析 -
状态变量描述 - 状态方程与输出方程 - 可控性与可观性
学习目标：从更高的视角理解系统的整体特性，掌握现代控制理论的基础概念。

第 8 章：离散时间系统 Z 域分析

前置知识：第 4、6 章 核心内容：- Z 变换与拉普拉斯变换的关系 - 离散系统函数 - 频
率响应 - 稳定性判据
学习目标：理解连续与离散系统的内在联系，掌握 Z 域分析方法。

0.1.3 学习路线建议

路线一：按章节顺序（推荐）

第1章 → 第2章 → 第3章 → 第4章 → 第5章 → 第6章 → 第7章 → 第8章

这是最传统的学习顺序，由浅入深，适合初学者。

路线二：按系统类型划分

连续系统主线：

第1章(信号概念) → 第2章(连续时域) → 第3章(傅里叶变换) → 第4章(拉普拉斯变换)

离散系统主线：

第1章(信号概念) → 第5章(离散基础) → 第6章(Z变换) → 第8章(Z域分析)

综合与提升：

第7章(系统函数与状态变量) — 对连续和离散系统都适用

路线三：重点章节学习

如果时间有限，按重要性排序：1. 第 4 章（拉普拉斯变换）— 最重要，考试分值最高
2. 第 3 章（傅里叶变换） — 概念最深刻 3. 第 6 章（Z 变换） — 离散系统的核心 4.
第 2 章（时域分析） — 基础中的基础
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0.1.4 核心概念关系图

时域分析

�
��� 傅里叶变换 ��→ 频域分析（正弦波分解）
� �
� ��� 推广到复频域 ��→ 拉普拉斯变换（连续）
� �
� ��� 离散化 ��→ Z变换（离散）
�
��� 离散化 ��→ 差分方程 ��→ 离散卷积 ��→ Z变换

0.1.5 补充知识链接

预备数学知识

概念 说明

复数 a+ jb，极坐标表示 rejθ

欧拉公式 ejθ = cos θ + j sin θ

微积分 求导、积分、分部积分

常微分方程 齐次解 + 特解

级数求和 几何级数
∑∞

n=0 r
n = 1

1−r

常用 LaTeX 公式备忘

含义 公式

傅里叶变换 X(jω) =
∫∞
−∞ x(t)e−jωtdt

拉普拉斯变换 X(s) =
∫∞
−∞ x(t)e−stdt

Z 变换 X(z) =
∑∞

n=−∞ x[n]z−n

卷积积分 y(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫∞
−∞ x(τ)h(t− τ)dτ

卷积和 y[n] = x[n] ∗ h[n] =
∑∞

k=−∞ x[k]h[n− k]

0.1.6 常用信号与系统公式速查表
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连续时间傅里叶变换对

信号 x(t) 傅里叶变换 X(jω)

δ(t) 1

u(t) πδ(ω) + 1
jω

e−atu(t), a > 0 1
a+jω

cos(ω0t) π[δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)]

sin(ω0t) jπ[δ(ω + ω0)− δ(ω − ω0)]

拉普拉斯变换对

信号 x(t) 拉普拉斯变换 X(s) ROC

δ(t) 1 全部 s

u(t) 1
s

ℜ{s} > 0

e−atu(t) 1
s+a

ℜ{s} >

−a

tnu(t) n!
sn+1 ℜ{s} > 0

sin(ω0t)u(t)
ω0

s2+ω2
0

ℜ{s} > 0

cos(ω0t)u(t)
s

s2+ω2
0

ℜ{s} > 0

Z 变换对

序列 x[n] Z 变换 X(z) ROC

δ[n] 1 全部 z

u[n] 1
1−z−1 |zvert > 1

anu[n] 1
1−az−1 |zvert >

|avert

nanu[n] az−1

(1−az−1)2
|zvert >
|avert

sin(Ω0n)u[n]
sin(Ω0)z−1

1−2 cos(Ω0)z−1+z−2 |zvert > 1

cos(Ω0n)u[n]
1−cos(Ω0)z−1

1−2 cos(Ω0)z−1+z−2 |zvert > 1
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提示：每个章节的笔记都包含定义、数学推导、直观理解、典型例题和常见
困惑解答。建议先阅读本章笔记，然后做课后习题巩固。如果遇到推导跳步
的地方，可以查阅前置知识章节。

0.2 补充知识：信号与系统前置基础
写给零基础 EE 同学的自学指南 —— 你需要知道什么才能学好这门课

0.2.1 目录

1. 数学前置知识
2. EE 电路基础
3. 自学资源推荐
4. 学习路线图（4-6 周）
5. 关键公式速查卡

0.2.2 一、数学前置知识

1. 复数与欧拉公式 —— � 最重要，没有之一

为什么需要：信号与系统的” 语言” 就是复指数信号 est（其中 s = σ + jω）。从第一章
的复指数信号到第四章的拉普拉斯变换，整个课程都在用复数。
核心概念：

• 复数表示：z = a+ jb，其中 j =
√
−1（EE 中用 j 而非 i，因为 i 已被电流占用）

• 复平面：实部为横轴，虚部为纵轴
• 极坐标形式：z = rejθ = r(cos θ + j sin θ)

– r =
√
a2 + b2 是模长

– θ = tan−1(b/a) 是辐角
• 欧拉公式（整个课程的基石）：

ejθ = cos θ + j sin θ

• 由欧拉公式推出的重要关系：

cos θ =
ejθ + e−jθ

2
, sin θ =

ejθ − e−jθ

2j

• 共轭复数：z∗ = a− jb，模不变，辐角取反
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• 复数运算：加减 = 实部虚部分别加减；乘除 = 极坐标下模相乘除、辐角相加减
在课件中的体现： - 第一章：复指数信号 x(t) = ejω0t - 第三章：傅里叶级数的指数

形式 - 第四章：拉普拉斯变换 s = σ + jω - 第六章：z 变换 z = rejΩ

2. 微积分基础

为什么需要：信号处理本质上是对函数做积分（变换）和微分（系统描述）。
必须掌握：

• 导数：基本求导公式
– d

dt
eat = aeat

– d
dt

sin(ωt) = ω cos(ωt)
– d

dt
cos(ωt) = −ω sin(ωt)

• 积分：基本积分公式
–
∫
eatdt = 1

a
eat + C

–
∫

sin(ωt)dt = − 1
ω

cos(ωt) + C

– 分部积分：
∫
udv = uv −

∫
vdu

• 极限：
– limt→0

sin t
t

= 1（出现在采样定理、傅里叶变换中）
– limt→∞ e−at = 0（当 a > 0，系统稳定性判据）

• 瑕积分（反常积分）：傅里叶变换和拉普拉斯变换都涉及从 −∞ 到 ∞ 的积分
在课件中的体现： - 第二章：用微分方程描述系统 - 第三章：傅里叶变换的积分定

义 X(jω) =
∫∞
−∞ x(t)e−jωtdt - 第四章：拉普拉斯变换的积分定义

3. 常微分方程（ODE）

为什么需要： LTI 系统在时域中用线性常系数微分方程描述。
必须掌握：

• 一阶 ODE：dy(t)
dt

+ ay(t) = x(t)

– 齐次解：yh(t) = Ce−at

– 特解取决于输入形式
– 直观理解：一阶 RC 电路的充放电过程

• 二阶 ODE：d2y
dt2

+ a1
dy
dt

+ a0y = x(t)

– 特征方程：λ2 + a1λ+ a0 = 0

– 齐次解取决于特征根（实根/复根/重根）
• 求解步骤：

1. 求解齐次方程（特征方程法）
2. 求特解（根据输入形式设待定系数）
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3. 利用初始条件确定待定系数
• 最关键的理解：系统响应 = 零输入响应（初始状态引起）+ 零状态响应（输入引
起）
在课件中的体现： - 第二章：连续系统微分方程求解（核心内容）- 第四章：用拉普

拉斯变换求解微分方程（更简便的方法）

4. 三角学

为什么需要：正弦/余弦信号是基本信号，傅里叶级数本质上是三角函数的叠加。
必须掌握：

• 基本恒等式：
– sin2 θ + cos2 θ = 1

– sin(α± β) = sinα cos β ± cosα sin β

– cos(α± β) = cosα cos β ∓ sinα sin β

• 和差化积（傅里叶级数推导中用）：
– sinA+ sinB = 2 sin A+B

2
cos A−B

2

– cosA+ cosB = 2 cos A+B
2

cos A−B
2

• 正交性（傅里叶级数的核心！！！）：

∫ T

0

sin(mω0t) sin(nω0t)dt =

0, m ̸= n

T/2, m = n ̸= 0

– 不同频率的正弦/余弦在周期内积分为零 → 可以分离出各频率分量
在课件中的体现： - 第三章：傅里叶级数（三角形式）- 信号的正交分解

5. 级数与序列

为什么需要：离散时间信号是序列，z 变换涉及无穷级数求和。
必须掌握：

• 几何级数（最最常用！z 变换的命脉）：
– 有限项：

∑N−1
n=0 rn = 1−rN

1−r

– 无穷项（|r| < 1）：
∑∞

n=0 r
n = 1

1−r

– 无穷项（|r| > 1）：
∑−1

n=−∞ rn = r−1

1−r−1

• 幂级数：
∑∞

n=0 anz
−n（z 变换就是幂级数！）

• 收敛性：级数在什么条件下收敛 → 对应 z 变换的收敛域 (ROC)
在课件中的体现： - 第六章：z 变换的定义就是幂级数 - 第六章：ROC 的判断依赖

几何级数的收敛条件
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6. 线性代数初步

为什么需要：第七章状态变量分析要用到矩阵。
必须掌握：

• 向量和矩阵的基本运算：加减、乘法
• 矩阵特征值：Av = λv

– 特征值 λ 决定系统的自然频率和稳定性
• 矩阵指数：eAt（状态转移矩阵）
• 行列式：用于求特征值
在课件中的体现： - 第七章：状态方程和输出方程的矩阵形式 - 第七章：状态转移

矩阵 eAt

0.2.3 二、EE 电路基础

1. RLC 三大元件的特性

为什么需要：信号与系统的很多例子来自电路，理解元件特性才能理解系统行为。

元件 时域关系 符号

电阻 R v = iR 欧姆定律

电容 C i = C dv
dt

电压变化产生电流

电感 L v = Ldi
dt

电流变化产生电压

直观理解： - 电容像水桶 —— 积累电荷需要时间，所以电压不能突变 - 电感像飞轮
—— 电流有惯性，不能突变

2. 一阶 RC/RL 电路的瞬态响应

为什么需要：一阶系统的响应是理解” 系统时间常数” 和” 指数衰减” 的最佳直观例子。
• RC 电路充电：vc(t) = Vs(1− e−t/τ )，其中 τ = RC 是时间常数
• RC 电路放电：vc(t) = V0e

−t/τ

• 时间常数 τ 决定了系统响应的快慢
理解重点： τ 越大，响应越慢。在信号与系统中，时间常数对应极点的位置。

3. 频域阻抗

为什么需要：从时域到频域的桥梁。
• 电阻：ZR = R

• 电容：ZC = 1
jωC
（时域微分 → 频域除以 jω）

• 电感：ZL = jωL（时域微分 → 频域乘以 jω）
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直观理解：在频域中，电容和电感变成了” 频率相关的电阻”。高频时电容阻抗小
（短路），电感阻抗大（开路）。

在课件中的体现： - 第四章：用拉普拉斯变换分析电路（s 域模型）- 第七章：系统
函数 H(s) 与电路阻抗的关系

0.2.4 三、自学资源推荐

数学基础（中文优先）

知识点 推荐资源 说明

复数与欧拉公式 宋浩《复变函数》前几讲 通俗易懂，适合零基础

微积分 宋浩《高等数学》 看导数、积分、级数部分即可

微分方程 宋浩《常微分方程》 重点看一阶和二阶线性 ODE

线性代数 宋浩《线性代数》 重点看矩阵运算和特征值

三角学 高中数学复习视频 回顾三角恒等式

信号与系统辅助理解

资源 说明

郭宝龙《信号与系统》MOOC 西电的精品课，讲解非常系统

3Blue1Brown《傅里叶变换》 直观理解傅里叶变换的本质，强烈推荐！

DR_CAN 信号与系统 讲得很清楚，有中文

《信号与系统》奥本海姆中译本 经典教材，建议作为参考书

MIT OCW 6.003（有中文字幕） 国际顶级课程

电路基础

资源 说明

上海交大《电路分析》 看前几章 RLC 分析即可

模拟电路入门视频 了解电容电感的充放电过程

10
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0.2.5 四、学习路线图（4-6 周）
每天投入 2-3 小时，4-6 周补完所有前置知识

第一周：复数 + 三角学基础

天 内容 目标 对应课件章节

第 1 天 复数的表示和基
本运算

能在复平面上画
点，能算加减乘
除

第一章

第 2 天 欧拉公式及其推
导

能默写欧拉公
式，理解 ejθ 的
含义

第一章

第 3 天 用欧拉公式表示
sin/cos

能在 sin 和复指
数之间自由转换

第一、三章

第 4 天 三角恒等式复习 掌握和差化积、
倍角公式

第三章

第 5 天 正交性概念 理解不同频率正
弦相乘积分 =0
的含义

第三章

周末 复习 + 做自测
题

能独立推导欧拉
公式和积化和差

第二周：微积分 + ODE 基础

天 内容 目标 对应课件章节

第 1 天 指数/三角函数的导数和积分 熟练计算 第一 ~ 四章

第 2 天 分部积分法 能处理 te−at 这类积分 第二 ~ 四章

第 3 天 一阶线性 ODE 求解 能解 dy
dt

+ ay = x(t) 第二章

第 4 天 二阶线性 ODE 求解 掌握特征方程法 第二章

第 5 天 零输入 + 零状态响应概念 理解 ODE 解的物理含义 第二章

周末 做几道完整的 ODE 求解题 能独立完成一阶和二阶 ODE 求解

第三周：级数 + 线性代数
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天 内容 目标 对应课件章节

第 1 天 几何级数求和
（有限和无穷）

能熟练计算 第六章

第 2 天 级数收敛性判断 理解 ROC 的概
念

第六章

第 3 天 矩阵乘法和逆矩
阵

能算 2× 2 矩阵
的运算

第七章

第 4 天 特征值和特征向
量

理解 Av = λv 第七章

第 5 天 矩阵指数 eAt 了解定义和意义 第七章

周末 整合复习 建立完整的数学
工具观

第四周：电路基础 + 开始预习课件

天 内容 目标 对应课件章节

第 1 天 RLC 元件特性、欧姆定律、KVL/KCL 理解基本电路 第二、四章

第 2 天 一阶 RC 电路瞬态响应 理解时间常数 τ 第二章

第 3 天 频域阻抗概念 理解 ZC = 1/(jωC) 第四章

第 4 天 预习课件第一章 快速浏览所有概念 第一章

第 5 天 预习课件第二章 看卷积部分 第二章

周末 整理所有笔记，准备开始正式学习 信心满满开始！

第五 ~ 六周（可选）：如果时间充裕

• 深入学习傅里叶变换的推导
• 看 3Blue1Brown 的傅里叶变换视频
• 尝试做几道完整的信号与系统习题

0.2.6 五、关键公式速查卡

欧拉公式家族

ejθ = cos θ + j sin θ , cos θ =
ejθ + e−jθ

2
, sin θ =

ejθ − e−jθ

2j
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几何级数

N−1∑
n=0

rn =
1− rN

1− r
,

∞∑
n=0

rn =
1

1− r
, |r| < 1

一阶 ODE 齐次解

dy

dt
+ ay = 0 =⇒ y(t) = Ce−at

时间常数

τ = RC =
L

R

最后的话：信号与系统是一门美丽的课程。当你学到傅里叶变换时，会发现
原来任何信号都可以分解成不同频率的正弦波 —— 就像白光经过三棱镜分
成彩虹一样。前期数学基础打得越扎实，后面的学习就越轻松。加油！

本文档基于信号与系统（北京理工大学鲁溟峰）课件分析自动生成

0.3 第 1 章：信号与系统基础

0.3.1 本章学习目标

• 理解信号的各种分类方式
• 掌握信号的基本运算（平移、反转、尺度变换）
• 熟悉典型信号（阶跃、冲激、斜坡、复指数）的数学表达和性质
• 理解系统的分类及各类系统的特点
• 掌握 LTI 系统的特性
• 学会信号的奇偶分解

0.3.2 1.1 什么是信号？什么是系统？

1.1.1 信号的定义

信号 (Signal) 是随时间或空间变化的物理量，是信息的载体。
通俗理解：信号就是” 会变化的东西”——你说话的声波是信号，手机接收的电磁波

是信号，心电图上的曲线也是信号。
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数学表示：信号可以用一个或多个变量的函数来描述。

x(t) （连续时间信号，t 为连续时间变量）

x[n] （离散时间信号，n 为整数序号）

1.1.2 系统的定义

系统 (System) 是对信号进行变换、处理的实体。
通俗理解：系统就是” 输入什么，输出什么” 的黑盒子。

x(t) −→ 系统 −→ y(t)

系统将输入信号 x(t) 映射为输出信号 y(t)，记为：

y(t) = T{x(t)}

其中 T{·} 表示系统施加的变换操作。

0.3.3 1.2 信号的分类

1.2.1 连续时间信号 vs 离散时间信号

连续时间信号 定义：自变量 t 在连续时间范围内取值的信号。记作 x(t)。
通俗理解：信号在任意时刻都有定义，就像连续不断的流水。
例子：

• 语音信号（声波是连续的）
• 模拟电视信号
• 温度随时间连续变化
数学表示：x(t)，其中 t ∈ R（实数集）。

离散时间信号 定义：自变量只在离散时刻取值的信号。记作 x[n]，其中 n 为整数。
通俗理解：就像每隔一定时间拍一张照片，而不是连续录像。
例子：

• CD 上的数字音频（每秒钟采样 44100 次）
• 每日股票价格
• 数字照片（像素点阵）
数学表示：x[n]，其中 n ∈ Z（整数集）。
重要：离散时间信号通常用方括号 [·]，连续时间信号用圆括号 (·)。
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采样：从连续到离散 采样是将连续信号转换为离散信号的过程：

x[n] = x(nTs)

其中 Ts 是采样间隔（采样周期）。
通俗理解：采样就像是用一个” 快门” 每隔固定时间记录一次信号的数值。

1.2.2 周期信号 vs 非周期信号

周期信号 定义：存在一个正数 T（或正整数 N），使得对所有 t（或 n），有：

连续： x(t+ T ) = x(t), ∀t

离散： x[n+N ] = x[n], ∀n

最小的正 T（或 N）称为基本周期。
通俗理解：周期信号就是按照一定规律重复出现的信号，就像心跳一样有规律。
例子：正弦波 sin(ω0t)、方波、锯齿波。

非周期信号 定义：不满足周期性的信号。
通俗理解：没有固定循环模式的信号，就像随机噪声。
例子：语音信号（不规则）、一个单独的脉冲。

常见困惑

问：x(t) = sin(2t) + cos(3t) 是周期信号吗？

答：是。sin(2t) 的周期是 T1 = π，cos(3t) 的周期是 T2 = 2π/3。找到两个
周期的最小公倍数：T1 = π = 3π/3，T2 = 2π/3，最小公倍数为 2π。所以
T = 2π。

1.2.3 能量信号 vs 功率信号

信号的能量 对于连续信号 x(t)，能量定义为：

E =

∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt

对于离散信号 x[n]：

E =
∞∑

n=−∞

|x[n]|2
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信号的平均功率 对于连续信号 x(t)，平均功率定义为：

P = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|x(t)|2dt

对于离散信号 x[n]：

P = lim
N→∞

1

2N + 1

N∑
n=−N

|x[n]|2

能量信号 定义：能量有限（E < ∞）、功率为零的信号。
通俗理解：“一次性的” 信号，如一个单独的脉冲。它的能量是有限的，但平均到无

限长时间上功率为零。
例子：一个矩形脉冲、e−tu(t)（衰减指数信号）。

功率信号 定义：功率有限（0 < P < ∞）、能量无限的信号。
通俗理解：“持续不断” 的信号，如正弦波。它在无限长时间上的总能量是无限的，

但平均功率是有限的。
例子：正弦信号 sin(ω0t)、周期方波、直流信号 x(t) = 1。

重要说明
• 周期信号一定是功率信号（周期重复导致能量无限但功率有限）
• 有限时宽信号一般是能量信号
• 一个信号不能既是能量信号又是功率信号（互斥分类）

1.2.4 确定信号 vs 随机信号

确定信号 定义：信号的取值可以被精确地预测和描述。
通俗理解：你知道下一秒信号会是什么值。
例子：x(t) = sin(2πt)，任何时刻的值都可以精确计算。

随机信号 定义：信号的取值不确定，只能用统计特性描述。
通俗理解：你无法准确预知下一秒的值，只能知道它” 大概” 会是多少。
例子：热噪声、语音信号（部分随机）、通信信道中的干扰。
说明：本课程主要研究确定信号。随机信号属于” 随机信号分析” 课程的内容。
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0.3.4 1.3 基本信号运算

1.3.1 信号的平移 (Time Shift)

定义：

x(t− t0) 将信号向右平移t0

x(t+ t0) 将信号向左平移t0

通俗理解：- 如果一辆车的位置函数是 x(t)，那么 x(t − 2) 表示比原来晚出发 2 秒
的车——同样的路程，但整体推迟了。- 口诀：“减右加左”——减去正数向右平移，加
上正数向左平移。
图解理解：
假设 x(t) 在 t = 0 处有一个脉冲峰值。

• x(t− 3)：峰值出现在 t = 3（比原来晚了 3 秒，向右移了）
• x(t+ 3)：峰值出现在 t = −3（比原来早了 3 秒，向左移了）
为什么是” 减右加左”？
信号 x(t) 在 t = 0 处的值，对于 x(t− t0) 来说，出现在 t = t0 处。因为当 t = t0 时，

x(t0 − t0) = x(0)。所以整个波形向右移动了 t0。

1.3.2 信号的反转 (Time Reversal)

定义：

y(t) = x(−t)

通俗理解：将信号沿纵轴翻转——就像照镜子。
图解理解：- 如果信号 x(t) 像山峰一样从 0 上升到 10 再下降，那么 x(−t) 就是把

这个过程反过来——原来最后发生的事现在最先发生。- 想象把录像带倒放，就是时间
反转的效果。
类比：把音频文件从结尾到开头播放——这就是时间反转。

1.3.3 信号的尺度变换 (Time Scaling)

定义：

y(t) = x(at), a > 0
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• 如果 a > 1：信号被压缩（在时间轴上变窄）
• 如果 0 < a < 1：信号被扩展（在时间轴上变宽）
通俗理解：- a > 1（压缩）：就像用 2 倍速播放视频——所有事件发生得更快。-

0 < a < 1（扩展）：就像用 0.5 倍速播放视频——所有事件发生得更慢。
具体例子：

设 x(t) =

1, 0 ≤ t ≤ 2

0, 其他
（宽度为 2 的矩形脉冲）

• x(2t)：矩形变为 0 ≤ 2t ≤ 2 ⇒ 0 ≤ t ≤ 1，宽度变为 1（压缩）
• x(t/2)：矩形变为 0 ≤ t/2 ≤ 2 ⇒ 0 ≤ t ≤ 4，宽度变为 4（扩展）
重要提醒：尺度变换中，如果 a < 0，则同时包含反转和尺度变换。例如 x(−2t) 先

反转再压缩。

1.3.4 综合例题

例题 1：已知 x(t) 的波形，画出 x(−2t+ 1) 的波形。
解题步骤：
遇到复合变换时，遵循” 先尺度/反转，后平移” 的原则。
方法一：逐步变换

1. 先反转：x(t) → x(−t)

2. 再尺度：x(−t) → x(−2t)（压缩为 1/2）
3. 再平移：x(−2t) → x(−2(t− 1/2)) = x(−2t+ 1)（向右平移 1/2）
方法二：提取变换形式
原式 x(at+b)中 a = −2, b = 1。写成 x(a(t+b/a)) = x(−2(t−1/2)) -先尺度：x(−2t)

（反转 + 压缩为 1/2）- 再平移：向右平移 1
2

0.3.5 1.4 典型信号

1.4.1 单位阶跃信号 u(t)

定义：

u(t) =

1, t > 0

0, t < 0

通常在 t = 0 处不定义，或者定义为 u(0) = 1/2。
通俗理解：就像一个开关——在 t = 0 时刻之前是关的（0），之后是开的（1）。
图形：
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x(t)
1 ��������
|
|

0 ����|���→ t
0

重要性质：- u(t) 在 t = 0 处有一个跳变（不连续点）- u(t) 的导数是 δ(t)（单位冲
激信号，后面介绍）- u(t) + u(−t) = 1（除了 t = 0）- u(t)− u(t− T ) 表示从 0 到 T 的
矩形脉冲

离散时间单位阶跃 u[n]

u[n] =

1, n ≥ 0

0, n < 0

注意：离散情况下 u[0] = 1，与连续版本不同。

1.4.2 单位冲激信号 δ(t)

定义（通过极限过程）：
δ(t) 是一种广义函数，满足：

δ(t) = 0, t ̸= 0

∫ ∞

−∞
δ(t)dt = 1

通俗理解：冲激信号是一个” 无限高、无限窄、面积为 1” 的脉冲。就像用锤子瞬间
敲击一个物体——力量是瞬间施加的。
重要性质：

1. 筛选性质（采样性质）：

∫ ∞

−∞
x(t)δ(t− t0)dt = x(t0)

通俗理解：冲激信号就像是一个” 采样器”——它可以把函数在某一点的值提取出来。
2. 与普通函数的乘积：

x(t)δ(t− t0) = x(t0)δ(t− t0)

3. 偶函数性：δ(−t) = δ(t)
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4. 尺度变换：

δ(at) =
1

|a|
δ(t)

5. 阶跃函数的导数：

d

dt
u(t) = δ(t)

∫ t

−∞
δ(τ)dτ = u(t)

离散时间单位脉冲 δ[n]

δ[n] =

1, n = 0

0, n ̸= 0

离散冲激就是一个简单的”1”，比连续情况简单得多！
离散筛选性质：

∞∑
n=−∞

x[n]δ[n− n0] = x[n0]

1.4.3 斜坡信号 r(t)

定义：

r(t) =

t, t ≥ 0

0, t < 0
= t · u(t)

通俗理解：从 t = 0 开始以斜率 1 线性增长的信号。就像水龙头开始放水后，累积
流出的水量。
与阶跃、冲激的关系：

d

dt
r(t) = u(t),

d2

dt2
r(t) = δ(t)

r(t) =

∫ t

−∞
u(τ)dτ =

∫ t

−∞

∫ τ

−∞
δ(σ)dσdτ

图形：

x(t)
↑
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� 斜率=1
� �
� �
� �
� �

0�����→ t

1.4.4 复指数信号 est

定义：

x(t) = est, s = σ + jω（复数）

这是一个最” 万能” 的信号——因为它包含了多种特殊情形：

s 的取值 信号形式 物理意义

σ = 0, ω = 0 1 直流信号

σ < 0, ω = 0 e−αt 实指数衰减

σ > 0, ω = 0 eαt 实指数增长

σ = 0, ω > 0 ejωt 等幅正弦振荡

σ < 0, ω > 0 e−αtejωt 衰减振荡

σ > 0, ω > 0 eαtejωt 增长振荡

复指数信号与正余弦的关系（欧拉公式）

ejωt = cos(ωt) + j sin(ωt)

逆欧拉公式：

cos(ωt) = ejωt + e−jωt

2

sin(ωt) = ejωt − e−jωt

2j

通俗理解：复指数信号是信号的” 原子”——就像物质由原子组成一样，任意信号都
可以分解为复指数信号的组合。这正是傅里叶变换和拉普拉斯变换的基础思想！
为什么复指数信号这么重要？
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因为复指数信号是 LTI 系统的特征函数——系统输入复指数信号，输出仍然是同频
率的复指数信号（可能幅度和相位不同）。这一点在后续章节中会反复用到。

0.3.6 1.5 系统的分类

1.5.1 线性系统 vs 非线性系统

线性系统 定义：满足齐次性和叠加性的系统。
• 齐次性（比例性）：若 x(t) → y(t)，则 ax(t) → ay(t)

• 叠加性（可加性）：若 x1(t) → y1(t)，x2(t) → y2(t)，则 x1(t) + x2(t) → y1(t) + y2(t)

合在一起就是线性性：

ax1(t) + bx2(t) → ay1(t) + by2(t)

通俗理解：线性系统就是” 按比例放大、分开处理” 的系统。输入加倍，输出也加倍；
多个输入叠加，输出也对应叠加。
判断方法：检查系统是否满足 T{ax1 + bx2} = aT{x1}+ bT{x2}。

非线性系统 定义：不满足线性性的系统。
例子：- y(t) = x2(t)（平方运算，输出与输入不成比例）- y(t) = sin(x(t))（非线性函

数）- y(t) = |x(t)|（绝对值运算，不满足齐次性：|−2| = 2，但 |−1×2| ̸= −1×|2| = −2）

1.5.2 时变系统 vs 时不变系统

时不变系统 (Time-Invariant) 定义：系统特性不随时间变化。如果输入延迟 t0，输
出也延迟同样的 t0。
若 x(t) → y(t)，则：

x(t− t0) → y(t− t0)

通俗理解：今天输入信号和明天输入同样的信号，得到同样的输出。系统本身不会”
老化”。
判断方法：检查系统参数是否与时间 t 显式相关（作为独立变量，而非函数参数）。

时变系统 定义：系统特性随时间变化。
例子：- y(t) = sin(t) · x(t)（sin(t) 是时变系数，系统特性随时间变化）- 对比

y(t) = sin(x(t)) —— 这是时不变的，因为 sin(·) 本身不随时间变，只是作用于 x(t)

判断小技巧：
将系统的输出表达式中，除 x 的自变量外，如果在其他地方出现 t，则一般是时变

系统。
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• y(t) = t · x(t) —— 时变（t 独立出现）
• y(t) = x(2t) —— 时变（时间尺度变换）
• y(t) = cos(x(t)) —— 时不变（t 只出现在 x 中）

1.5.3 因果系统 vs 非因果系统

因果系统 定义：系统的输出只依赖于当前和过去的输入，不依赖于未来的输入。

y(t0) 只取决于x(t) 在t ≤ t0 时的值

通俗理解：因果系统不能” 预知未来”——它只能根据已经发生的事情做出反应。
例子：- y(t) = x(t) + x(t− 1)（因果：只用到现在和过去的值）- y(t) =

∫ t

−∞ x(τ)dτ

（因果：积分只到当前时刻）

非因果系统 定义：输出来依赖于未来输入的系统。
例子：- y(t) = x(t+ 1)（需要未来值）- y(t) =

∫∞
−∞ x(τ)dτ（需要所有时刻的值）

实际意义：所有物理上可实现的系统都是因果的（因为我们无法预知未来）。非因果
系统通常用于信号处理中的” 事后分析”（如对已记录的数据进行处理时，可以” 看到”
未来）。

1.5.4 稳定系统 vs 非稳定系统

BIBO 稳定 定义：对任意有界输入，输出也有界（BIBO: Bounded-Input Bounded-
Output）。
如果 |x(t)| ≤ Bx < ∞（对所有 t），则存在 By 使得 |y(t)| ≤ By < ∞。
通俗理解：系统不会” 爆炸”——输入有限，输出也有限。
例子：- y(t) = e−tx(t)（稳定：即使 x(t)很大，乘以 e−t后也会衰减）- y(t) =

∫ t

−∞ x(τ)dτ

（非稳定：如果 x(t) = 1（有界），积分会无限增长）

1.5.5 有记忆系统 vs 无记忆系统

无记忆系统 定义：当前输出只取决于当前输入。

y(t0) 只取决于x(t0)

例子：- y(t) = 2x(t)（电阻 v = iR）- y(t) = x2(t)
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有记忆系统 定义：当前输出取决于过去或未来的输入。
例子：- y(t) = x(t) + x(t− 1)（需要记住上一个输入值）- y(t) =

∫ t

−∞ x(τ)dτ（需要
记住所有过去的值）- 电容器：i(t) = C dv(t)

dt
（电流取决于电压的变化率）

0.3.7 1.6 LTI 系统的特性

1.6.1 什么是 LTI 系统？

LTI = Linear Time-Invariant（线性时不变）
这是信号与系统课程中最重要的一类系统，因为：

1. 数学上容易处理：可以用卷积、傅里叶变换、拉普拉斯变换等工具分析
2. 物理上普遍存在：很多实际系统可以近似为 LTI 系统（RLC 电路、机械振动系统
等）

3. 可以分解分析：任意输入的响应可以分解为对基本信号的响应

1.6.2 LTI 系统的研究思路

任意输入 x(t) → 分解为基本信号 → 分别求响应 → 叠加得到总响应

这个思路类似于：1. 把复杂问题分解为简单问题 2. 分别解决简单问题 3. 把解组合
起来

1.6.3 描述 LTI 系统的方法

方法 适用域 第几章学

微分方程/差分方程 时域 第 2 章、第 5 章

卷积积分/卷积和 时域 第 2 章、第 5 章

冲激响应 h(t)/h[n] 时域 第 2 章、第 5 章

频率响应 H(jω) 频域 第 3 章

系统函数 H(s)/H(z) 复频域 第 4 章、第 6 章

0.3.8 1.7 信号的分解

1.7.1 奇偶分解

任何一个信号都可以分解为偶部 (Even Part) 和奇部 (Odd Part)。
偶信号：xe(t) = xe(−t)（关于纵轴对称）
奇信号：xo(t) = −xo(−t)（关于原点对称）
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分解公式
x(t) = xe(t) + xo(t)

其中：

xe(t) =
x(t) + x(−t)

2

xo(t) =
x(t)− x(−t)

2

证明（验证分解公式）

xe(t) + xo(t) =
x(t) + x(−t)

2
+

x(t)− x(−t)

2
=

2x(t)

2
= x(t)

验证偶部对称性：

xe(−t) =
x(−t) + x(t)

2
= xe(t) ✓

验证奇部对称性：

xo(−t) =
x(−t)− x(t)

2
= −x(t)− x(−t)

2
= −xo(t) ✓

通俗理解
• 偶部：信号关于纵轴的对称部分（“镜像对称”）
• 奇部：信号关于原点的反对称部分（“镜像反转”）

例题 例题 2：求 x(t) = e−atu(t) 的偶部和奇部。

解：
偶部：

xe(t) =
e−atu(t) + eatu(−t)

2

奇部：

xo(t) =
e−atu(t)− eatu(−t)

2

验证：在 t > 0 时，xe(t) = e−at/2，xo(t) = e−at/2；在 t < 0 时，xe(t) = eat/2，
xo(t) = −eat/2。相加确实得到 x(t)。
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1.7.2 其他分解方式

除了奇偶分解，信号还可以按以下方式分解：
1. 脉冲分解：将信号分解为一系列冲激信号的叠加

x(t) =

∫ ∞

−∞
x(τ)δ(t− τ)dτ

这是卷积积分的基础，在第 2 章会详细讲。
2. 正弦分解：将信号分解为不同频率正弦波的叠加
这是傅里叶级数和傅里叶变换的基础，在第 3 章会详细讲。

3. 复指数分解：将信号分解为复指数信号的叠加
这是拉普拉斯变换的基础，在第 4 章会详细讲。

0.3.9 1.8 本章典型例题

例题 3：判断信号类型

判断以下信号是能量信号还是功率信号：
(1) x(t) = sin(2t)
解：正弦波是周期信号，周期信号都是功率信号。
验证：计算平均功率

P = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

sin2(2t)dt = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

1− cos(4t)
2

dt =
1

2

功率为有限值 1/2，所以是功率信号。
(2) x(t) = e−|t|

解：
计算能量：

E =

∫ ∞

−∞
e−2|t|dt = 2

∫ ∞

0

e−2tdt = 2 · 1
2
= 1 < ∞

能量有限，所以是能量信号。

例题 4：判断系统特性

判断系统 y(t) = x(t) + x(t− 1) 的特性。
解：

1. 线性：T{ax1 + bx2} = ax1(t) + ax1(t− 1) + bx2(t) + bx2(t− 1) = aT{x1}+ bT{x2}
� 线性

2. 时不变：
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• 先时移再系统：输入 x(t− t0)，输出 x(t− t0) + x(t− t0 − 1)

• 先系统再时移：y(t− t0) = x(t− t0) + x(t− t0 − 1)

• 两者相等 � 时不变
3. 因果：输出只用到 x(t)（当前）和 x(t− 1)（过去）� 因果
4. 稳定：如果 |x(t)| ≤ B，则 |y(t)| ≤ |x(t)|+ |x(t− 1)| ≤ 2B � BIBO 稳定
5. 有记忆：输出依赖于过去的输入 � 有记忆

例题 5：奇偶分解

求 x(t) = u(t) 的偶部和奇部。
解：
偶部：

xe(t) =
u(t) + u(−t)

2
=

1

2
, t ̸= 0

注意：在 t = 0 处有跳变，但在 t ̸= 0 时 u(t) + u(−t) = 1。
奇部：

xo(t) =
u(t)− u(−t)

2
=

1/2, t > 0

−1/2, t < 0

这是一个符号函数的一半：xo(t) =
1
2
sgn(t)。

验证：xe(t) + xo(t) =
1
2
+ 1

2
sgn(t) = u(t) �

0.3.10 1.9 零基础学生常见困惑

Q1: 信号到底是什么？感觉太抽象了

A：不要想得太复杂。信号就是” 会变化的东西” 的数学表示。温度随时间是信号（温
度-时间函数），声音随时间是信号（声压-时间函数），图片是信号（亮度-空间函数）。这
门课里，信号就是 x(t) 或 x[n]，仅此而已。

Q2: 为什么离散信号用方括号 [] 而连续用圆括号 ()？

A：这是一种约定俗成的记号法，帮助区分连续和离散。圆括号 (t) 表示 t 是连续实数，
方括号 [n] 表示 n 是整数。考试时写错了可能会扣分，所以要养成习惯。

Q3: 冲激函数 δ(t) 到底是不是函数？

A：严格来说 δ(t) 不是普通函数，是” 广义函数” 或” 分布”。普通函数在 t = 0 处需要
有一个有限的值，而 δ(0) 是” 无限大”。在实际应用中，把它想象成” 一个无限窄、无限
高、面积为 1 的脉冲” 就足够了。做题时不需要纠结严格定义，会用筛选性质就行。
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Q4: 时不变性和时变性好难判断

A：记住关键点——输入延迟后，输出是否也延迟相同量。
简单判断法：写出系统表达式，看看除了 x 的参数以外，是否有 t 独立出现（作为

x 的系数等）。如果有，一般是时变。
但要注意：- y(t) = x(−t) 是时变（时间反转改变了时间顺序）- y(t) = x(2t) 是时变

（时间压缩）

Q5: 怎么判断因果系统？

A：问自己一个问题——计算 t0 时刻的输出时，需不需要知道 t0 以后（未来）的输入
值？

• 如果 y(t0) 只依赖于 t ≤ t0 时的 x(t) → 因果
• 如果 y(t0) 依赖于 t > t0 时的 x(t) → 非因果
典型例子：- y(t) = x(t − 1)：因果（只用过去）- y(t) = x(t + 1)：非因果（需要未

来）- y(t) = x(2t)：当 t > 0 时，y(1) = x(2) 需要未来值 → 非因果

Q6: 什么是信号的” 维度”？

A：本课程讨论一维信号 x(t)，只有一个自变量 t。图像是二维信号 f(x, y)，有两个空间
自变量。视频是三维信号 f(x, y, t)。虽然本课程只学一维，但基本概念可以推广到多维。

Q7: 学了信号分类有什么用？

A：分类是为了选择合适的分析工具：

信号类型 适用工具

周期信号 傅里叶级数

非周期能量信号 傅里叶变换

非周期功率信号 可能需要功率谱分析

连续信号 微分方程、卷积积分

离散信号 差分方程、卷积和

0.3.11 1.10 本章小结

知识点网络图

信号与系统基础

�
��� 信号的分类
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� ��� 连续 vs 离散
� ��� 周期 vs 非周期
� ��� 能量 vs 功率
� ��� 确定 vs 随机
�
��� 信号的运算
� ��� 平移（减右加左）
� ��� 反转（照镜子）
� ��� 尺度变换（快放/慢放）
�
��� 典型信号
� ��� u(t) 阶跃（开关）
� ��� �(t) 冲激（瞬间冲击）
� ��� r(t) 斜坡（线性增长）
� ��� e^{st} 复指数（万能信号）
�
��� 系统分类
� ��� 线性/非线性
� ��� 时变/时不变
� ��� 因果/非因果
� ��� 稳定/非稳定
� ��� 有记忆/无记忆
�
��� 信号分解

��� 奇部 + 偶部

必须掌握的能力

1. 能判断一个信号是连续还是离散、周期还是非周期、能量还是功率
2. 能熟练画出经过平移、反转、尺度变换后的信号波形
3. 能写出阶跃、冲激、斜坡信号的表达式并知道它们之间的关系
4. 能判断系统的线性、时不变性、因果性、稳定性
5. 能计算信号的奇部和偶部

下一章预告

第 2 章将学习连续时间系统的时域分析——利用微分方程和卷积积分来求解系统对任
意输入的响应。这是掌握 LTI 系统分析的第一步。
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0.4 第 2 章：连续时间系统时域分析

0.4.1 本章学习目标

• 理解系统如何用微分方程描述
• 掌握零输入响应和零状态响应的概念和求解方法
• 理解冲激响应 h(t) 的意义
• 掌握卷积积分的定义和计算（特别是图形法）
• 熟悉卷积的运算性质
• 理解系统的因果性和稳定性的时域判据

0.4.2 2.1 系统的微分方程描述

2.1.1 为什么用微分方程？

在物理世界中，很多系统的行为可以用微分方程来描述。例如：
• RC 电路：RC dvc(t)

dt
+ vc(t) = vs(t)

• 弹簧-质量-阻尼系统：md2x(t)
dt2

+ bdx(t)
dt

+ kx(t) = f(t)

通俗理解：微分方程描述的是” 系统当前状态如何随着时间变化” 的规则。就像天气
预报用微分方程描述大气如何变化一样。

2.1.2 一般形式的微分方程

一个 N 阶 LTI 系统的微分方程一般形式为：

N∑
k=0

ak
dky(t)

dtk
=

M∑
k=0

bk
dkx(t)

dtk

其中：- y(t) 是输出信号 - x(t) 是输入信号 - ak, bk 是常数系数（因为是时不变系统）
- 方程是线性的（因为是线性系统）- N 是系统的阶数（最高微分阶数）
展开形式：

aN
dNy

dtN
+ aN−1

dN−1y

dtN−1
+ · · ·+ a1

dy

dt
+ a0y(t) = bM

dMx

dtM
+ · · ·+ b1

dx

dt
+ b0x(t)

2.1.3 初始条件

微分方程的求解需要初始条件——系统在 t = 0 时刻的状态。
对于 N 阶系统，需要 N 个初始条件：

y(0−), y′(0−), y′′(0−), · · · , y(N−1)(0−)
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其中 0− 表示” 刚刚在 0 时刻之前”，用于包含可能存在的初始储能。

0.4.3 2.2 零输入响应和零状态响应

2.2.1 系统响应的分解

对于一个 LTI 系统，总响应可以分解为：

y(t) = yzi(t) + yzs(t)

其中：- 零输入响应 yzi(t)：输入为零时，仅由初始状态（初始储能）引起的响应 -
零状态响应 yzs(t)：初始状态为零时，仅由输入信号引起的响应
通俗理解：- 零输入响应：就像一个杯子里的水（初始储能）自己慢慢蒸发，没有新

水加入 - 零状态响应：就像往一个空杯子里倒水（输入信号），水慢慢涨起来

2.2.2 零输入响应 yzi(t)

求解步骤：
1. 令输入 x(t) = 0，得到齐次微分方程：

N∑
k=0

ak
dky(t)

dtk
= 0

2. 写出特征方程：

aNλ
N + aN−1λ

N−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0

3. 解特征方程得到特征根 λ1, λ2, · · · , λN

4. 根据特征根的形式写出齐次解：
• 单实根 λ：Ceλt

• r 重实根 λ：(C0 + C1t+ · · ·+ Cr−1t
r−1)eλt

• 共轭复根 λ = α± jβ：eαt[A cos(βt) + B sin(βt)]
5. 利用初始条件确定常数

例题 1：求解零输入响应 系统由微分方程 d2y
dt2

+ 3dy
dt

+ 2y(t) = dx
dt

+ 2x(t) 描述，初始
条件 y(0−) = 1，y′(0−) = 0，求零输入响应。
解：
令 x(t) = 0，得齐次方程：

d2y

dt2
+ 3

dy

dt
+ 2y(t) = 0

特征方程：
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λ2 + 3λ+ 2 = 0

特征根：

λ1 = −1, λ2 = −2

两个不相等实根，所以齐次解形式为：

yzi(t) = C1e
−t + C2e

−2t, t ≥ 0

利用初始条件：

yzi(0) = C1 + C2 = 1

y′zi(0) = −C1 − 2C2 = 0

解得：C1 = 2，C2 = −1

所以：

yzi(t) = 2e−t − e−2t, t ≥ 0

2.2.3 零状态响应 yzs(t)

求解思路：
零状态响应可以通过两种方法求：1. 直接法：解非齐次微分方程（齐次解 + 特解），

用零初始条件确定常数 2. 卷积法：yzs(t) = x(t) ∗ h(t)（后面详细讲）

非齐次微分方程的求解 对于一般形式的微分方程：

N∑
k=0

ak
dky(t)

dtk
=

M∑
k=0

bk
dkx(t)

dtk

零状态响应的求解步骤：
1. 求齐次解（形式与零输入响应相同，但系数不同）
2. 求特解：根据输入 x(t) 的形式设特解形式

输入信号形式 特解形式

常数 A 常数 C

eat Ceat（a 不是特征根时）

tm C0 + C1t+ · · ·+ Cmt
m
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输入信号形式 特解形式

sin(ωt) 或 cos(ωt) A cos(ωt) + B sin(ωt)

3. 完全解 = 齐次解 + 特解
4. 用零初始条件 y(0−) = 0, y′(0−) = 0, · · · 确定齐次解系数

例题 2：求解零状态响应 系统同上例，输入 x(t) = u(t)，求零状态响应。
解：
齐次解形式：yh(t) = C1e

−t + C2e
−2t

输入 x(t) = u(t)（t > 0 时为常数 1），设特解为常数 yp(t) = K

代入微分方程：

0 + 0 + 2K = 0 + 2 · 1 ⇒ 2K = 2 ⇒ K = 1

所以 yp(t) = 1

完全解：

yzs(t) = C1e
−t + C2e

−2t + 1, t ≥ 0

零初始条件：yzs(0) = 0，y′zs(0) = 0

yzs(0) = C1 + C2 + 1 = 0 ⇒ C1 + C2 = −1

y′zs(0) = −C1 − 2C2 = 0 ⇒ C1 + 2C2 = 0

解得：C1 = −2，C2 = 1

所以：

yzs(t) = −2e−t + e−2t + 1, t ≥ 0

完整响应：

y(t) = yzi(t) + yzs(t) = (2e−t − e−2t) + (−2e−t + e−2t + 1) = 1, t ≥ 0

这是一个很有趣的结果——总响应是常数 1。这是因为系统的固有模式被输入” 抵
消” 了。

33



CONTENTS

0.4.4 2.3 系统的冲激响应 h(t)

2.3.1 冲激响应的定义

冲激响应是系统在零初始条件下，对单位冲激信号 δ(t) 的响应：

δ(t) −→ 系统 −→ h(t)

通俗理解：- 冲激响应是系统的” 指纹”——每个系统都有自己独特的冲激响应 - 就
像用锤子敲一下系统（冲激输入），看它如何振动（响应）

2.3.2 如何求冲激响应

对于 N 阶系统：

N∑
k=0

ak
dky

dtk
=

M∑
k=0

bk
dkx

dtk

求 h(t) 的步骤：
1. 先求 h0(t)：系统

∑N
k=0 ak

dky
dtk

= x(t) 的冲激响应
2. 利用线性性质：h(t) =

∑M
k=0 bk

dkh0(t)
dtk

求 h0(t) 的方法：
h0(t) 满足齐次方程和特定的初始条件。当 t > 0 时，δ(t) = 0，所以 h0(t) 是齐次解

的形式。
关键：利用冲激信号在 t = 0 处产生的跳变确定初始条件。
对于 N 阶系统，h0(t) 在 t = 0 处产生如下初始条件：

h
(N−1)
0 (0+) =

1

aN
, h

(k)
0 (0+) = 0 for k < N − 1

例题 3：求冲激响应 系统 d2y
dt2

+ 3dy
dt

+ 2y(t) = dx
dt

+ 2x(t)，求冲激响应 h(t)。
解：
第一步：先求 h0(t)，即方程 d2y

dt2
+ 3dy

dt
+ 2y(t) = x(t) 的冲激响应。

特征根：λ1 = −1, λ2 = −2

齐次解形式：h0(t) = (C1e
−t + C2e

−2t)u(t)

初始条件（注意：方程中 a2 = 1）：

h′
0(0

+) =
1

a2
= 1, h0(0

+) = 0

由 h0(0
+) = C1 + C2 = 0 由 h′

0(0
+) = −C1 − 2C2 = 1

解得：C1 = 1，C2 = −1

所以：
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h0(t) = (e−t − e−2t)u(t)

第二步：利用线性性质
原方程右端是 dx

dt
+ 2x(t)，所以：

h(t) =
dh0(t)

dt
+ 2h0(t)

计算：

dh0

dt
= (−e−t + 2e−2t)u(t) + (e−t − e−2t)δ(t)

注意 t = 0 时 (e−t − e−2t) = 0，所以 δ(t) 项为零。

dh0

dt
= (−e−t + 2e−2t)u(t)

因此：

h(t) = (−e−t + 2e−2t)u(t) + 2(e−t − e−2t)u(t) = (e−t)u(t)

最终答案：

h(t) = e−tu(t)

2.3.3 冲激响应的物理意义

冲激响应完全描述了 LTI 系统。一旦知道 h(t)，就可以求出系统对任意输入的响
应——这正是卷积的思想。

0.4.5 2.4 卷积积分

2.4.1 卷积的定义

两个函数 x(t) 和 h(t) 的卷积定义为：

y(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ

通俗理解：- 卷积是两个信号” 混合” 的运算 - 一个信号 x(t) 经过 LTI 系统 h(t) 的
输出就是它们的卷积
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2.4.2 卷积的物理意义：冲激分解

为什么卷积可以求系统响应？因为任何信号都可以分解为冲激信号的叠加：

x(t) =

∫ ∞

−∞
x(τ)δ(t− τ)dτ

利用 LTI系统的线性性和时不变性：-对 δ(t− τ)的响应是 h(t− τ) -对 x(τ)δ(t− τ)

的响应是 x(τ)h(t− τ) - 对所有 τ 求和（积分）得到 y(t) =
∫∞
−∞ x(τ)h(t− τ)dτ

这就是卷积的来历！

2.4.3 卷积的图形解释（核心！）

卷积的计算可以分解为四个步骤：

翻转→平移→相乘→积分

对于 y(t) =
∫∞
−∞ x(τ)h(t− τ)dτ：

1. 翻转 (Folding)：将 h(τ) 反转为 h(−τ)

2. 平移 (Shifting)：将 h(−τ) 平移 t 得到 h(t− τ)

3. 相乘 (Multiplication)：将 x(τ) 与 h(t− τ) 相乘
4. 积分 (Integration)：计算乘积曲线下的面积，得到 y(t)

逐步理解（用图像思维）：
假设 x(t) 是一个矩形脉冲，h(t) 是一个指数衰减函数。
步骤 1：画出 x(τ) 和 h(τ)（以 τ 为变量）

x(�) h(�)
1 ����� 1

� � �
�������→ � ��
0 1 0 ��→ �

步骤 2：翻转 h(τ) 得到 h(−τ)

h(-�)
1
�

����
���→ �

步骤 3：平移 t 得到 h(t− τ)。当 t 变化时，h(t− τ) 左右移动。
步骤 4：对每个 t，计算 x(τ) 和 h(t− τ) 乘积的积分。
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例题 4：卷积的图形计算 已知 x(t) =

1, 0 ≤ t ≤ 1

0, 其他
，h(t) = e−tu(t)，求 y(t) =

x(t) ∗ h(t)。
解：
方法一：直接积分

y(t) =

∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ =

∫ 1

0

1 · e−(t−τ)u(t− τ)dτ

u(t− τ) 要求 t− τ > 0，即 τ < t。
所以积分上限为 min(1, t)：
情况 1：t < 0，u(t− τ) = 0，y(t) = 0

情况 2：0 ≤ t < 1

y(t) =

∫ t

0

e−(t−τ)dτ = e−t

∫ t

0

eτdτ = e−t[eτ ]t0 = e−t(et − 1) = 1− e−t

情况 3：t ≥ 1

y(t) =

∫ 1

0

e−(t−τ)dτ = e−t

∫ 1

0

eτdτ = e−t(e− 1)

所以：

y(t) =


0, t < 0

1− e−t, 0 ≤ t < 1

(e− 1)e−t, t ≥ 1

方法二：图形法（翻转-平移-相乘-积分）
这是理解卷积本质的最好方法，建议大家一定要自己画图走一遍。
对于不同的 t 值：
t < 0 时：h(t− τ) 在 τ 的负半轴，与 x(τ) 没有重叠 → 乘积为 0 → y(t) = 0

x(�) h(t-�) (t<0)
1 ����� �

� � �
�������→ � ���→ �
0 1

0 ≤ t < 1 时：部分重叠，重叠区间为 [0, t]

x(�) h(t-�)
1 ����� �
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� ��� �
�������→ �
0 t 1

t ≥ 1 时：完全重叠，重叠区间为 [0, 1]

x(�) h(t-�)
1 ����� �
� ��� �
�������→ �
0 1 t

2.4.4 卷积的性质

1. 交换律
x(t) ∗ h(t) = h(t) ∗ x(t)

意义：系统的输入输出可以互换角色。从计算角度，可以选择更容易的函数进行翻
转。

2. 分配律
x(t) ∗ [h1(t) + h2(t)] = x(t) ∗ h1(t) + x(t) ∗ h2(t)

意义：并联系统的总冲激响应等于各子系统冲激响应之和。

��� h�(t) ���
x(t) ����� ����� y(t)

��� h�(t) ���

h(t) = h1(t) + h2(t)

3. 结合律
[x(t) ∗ h1(t)] ∗ h2(t) = x(t) ∗ [h1(t) ∗ h2(t)]

意义：级联系统的总冲激响应等于各子系统冲激响应的卷积。

x(t) ��→ h�(t) ��→ h�(t) ��→ y(t)

等价于：

x(t) ��→ [h�(t) * h�(t)] ��→ y(t)
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4. 卷积的微分性质

d

dt
[x(t) ∗ h(t)] = dx(t)

dt
∗ h(t) = x(t) ∗ dh(t)

dt

意义：可以先微分再卷积，有时可以简化计算。

5. 卷积的积分性质

∫ t

−∞
[x(τ) ∗ h(τ)]dτ =

[∫ t

−∞
x(τ)dτ

]
∗ h(t) = x(t) ∗

[∫ t

−∞
h(τ)dτ

]

6. 信号与冲激的卷积
x(t) ∗ δ(t) = x(t)

x(t) ∗ δ(t− t0) = x(t− t0)

意义：冲激信号是卷积的单位元。

7. 信号与阶跃的卷积
x(t) ∗ u(t) =

∫ t

−∞
x(τ)dτ

例题 5：利用性质简化计算 已知 x(t) = e−tu(t)，h(t) = u(t)，求 y(t) = x(t) ∗ h(t)。
解：
方法一：直接积分

y(t) =

∫ ∞

−∞
e−τu(τ)u(t− τ)dτ =

∫ t

0

e−τdτ = (1− e−t)u(t)

方法二：利用性质
h(t) = u(t)，x(t) ∗ u(t) =

∫ t

−∞ x(τ)dτ

y(t) =

∫ t

−∞
e−τu(τ)dτ =

∫ t

0

e−τdτ · u(t) = (1− e−t)u(t)

2.4.5 卷积的几种计算方法总结

方法 适用情况 说明

定义直接积分 简单函数 直接用公式算

图形法 分段函数 直观但繁琐
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方法 适用情况 说明

性质法 典型函数 利用已知性质和变换对

变换域法 复杂函数 用拉普拉斯变换或傅里叶变换（后续章节）

0.4.6 2.5 用卷积求系统响应

2.5.1 基本思路

对于 LTI 系统：

y(t) = x(t) ∗ h(t)

这就是系统对任意输入 x(t) 的零状态响应。

2.5.2 完整求解流程

求解 LTI 系统对任意输入的响应：
1. 写出系统的微分方程
2. 求零输入响应 yzi(t)（解齐次方程 + 初始条件）
3. 求冲激响应 h(t)

4. 求零状态响应 yzs(t) = x(t) ∗ h(t)
5. 总响应 y(t) = yzi(t) + yzs(t)

例题 6：完整系统求解 系统 d2y
dt2

+3dy
dt
+2y(t) = dx

dt
+2x(t)，初始条件 y(0−) = 1, y′(0−) =

0，输入 x(t) = e−3tu(t)。
解：

(1) 零输入响应（前面已求）：

yzi(t) = 2e−t − e−2t, t ≥ 0

(2) 冲激响应（前面已求）：

h(t) = e−tu(t)

(3) 零状态响应：

yzs(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫ ∞

−∞
e−3τu(τ) · e−(t−τ)u(t− τ)dτ

u(τ) 要求 τ > 0，u(t− τ) 要求 τ < t。
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所以当 t > 0 时：

yzs(t) =

∫ t

0

e−3τe−(t−τ)dτ = e−t

∫ t

0

e−2τdτ = e−t ·
[
−1

2
e−2τ

]t
0

= e−t · 1
2
(1− e−2t) =

1

2
e−t(1− e−2t) =

1

2
(e−t − e−3t), t ≥ 0

当 t < 0 时：yzs(t) = 0

所以 yzs(t) =
1
2
(e−t − e−3t)u(t)

(4) 完全响应：

y(t) = yzi(t) + yzs(t) = (2e−t − e−2t) +
1

2
(e−t − e−3t)

y(t) =
5

2
e−t − e−2t − 1

2
e−3t, t ≥ 0

0.4.7 2.6 系统因果性和稳定性的时域判据

2.6.1 因果性的时域判据

定理：一个 LTI 系统是因果的，当且仅当它的冲激响应满足：

h(t) = 0, t < 0

通俗理解：因果系统对输入信号的响应不能早于输入本身。如果 t = 0 时刻输入冲
激，那么在 t < 0 时系统不应该有任何反应。
验证：
如果系统是因果的，那么输出 y(t) 只依赖于 t 及 t 之前的输入：

y(t) =

∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ =

∫ t

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ

只有当 t− τ < 0 即 τ > t 时 h(t− τ) = 0 才成立。即 h(t) = 0 当 t < 0。

例题 7：判断因果性 判断以下冲激响应是否对应因果系统：(1) h(t) = e−tu(t) (2)
h(t) = e−|t| (3) h(t) = e−tu(t+ 1)

解：
(1) h(t) = 0 当 t < 0（因为 u(t) = 0），所以是因果的。
(2) h(t) = e−|t|，当 t < 0 时，h(t) = et ̸= 0，所以是非因果的。
(3) h(t) = e−tu(t + 1)，当 t < −1 时 h(t) = 0，但当 t ∈ (−1, 0) 时 h(t) = e−t ̸= 0。由
于 h(t) 在 t < 0 时不恒为零，所以是非因果的。
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2.6.2 稳定性的时域判据

定理：一个 LTI 系统是 BIBO 稳定的，当且仅当它的冲激响应绝对可积：

∫ ∞

−∞
|h(t)|dt < ∞

通俗理解：冲激响应曲线下的总面积是有限的。

证明思路 如果输入有界：|x(t)| ≤ B

那么输出：

|y(t)| =
∣∣∣∣∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

−∞
|x(τ)||h(t− τ)|dτ ≤ B

∫ ∞

−∞
|h(τ)|dτ

所以如果
∫∞
−∞ |h(τ)|dτ 有限，则 |y(t)| 有界。

例题 8：判断稳定性 判断以下冲激响应是否对应稳定系统：(1) h(t) = e−tu(t) (2)
h(t) = etu(−t) (3) h(t) = u(t)

解：
(1)

∫∞
−∞ |e−tu(t)|dt =

∫∞
0

e−tdt = 1 < ∞，稳定。
(2)

∫∞
−∞ |etu(−t)|dt =

∫ 0

−∞ etdt = 1 < ∞，稳定。(注意：虽然 et 在正方向增长，但 u(−t)

限制了只在负方向有值，而负方向是衰减的)
(3)

∫∞
−∞ |u(t)|dt =

∫∞
0

1dt = ∞，不稳定。

2.6.3 因果性和稳定性的综合判断

对于因果系统（h(t) = 0, t < 0），稳定性条件简化为：

∫ ∞

0

|h(t)|dt < ∞

对于形如 h(t) =
∑

k Cke
λktu(t) 的因果系统，稳定性的充分必要条件是所有特征根

的实部为负：

ℜ{λk} < 0, ∀k

通俗理解：系统的所有” 固有模式” 都随时间衰减，而不是增长。

例题 9：综合判断 某因果系统的冲激响应为 h(t) = e−2t cos(3t)u(t)，判断系统稳定性。
解：
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∫ ∞

0

|e−2t cos(3t)|dt ≤
∫ ∞

0

e−2tdt =
1

2
< ∞

所以系统稳定。
另一种方法：特征根是 −2± j3，实部为 −2 < 0，所以稳定。

0.4.8 2.7 零基础学生常见困惑

Q1: 卷积为什么叫” 卷积”？

A：这个名称来源于运算过程。在卷积中，一个函数先被”翻转”（convolved），然后与另
一个函数” 卷” 在一起。英文 convolution 来自拉丁语 convolvere，意思是” 卷在一起”。
中文” 卷积” 正是这个意思。

Q2: 卷积的四个步骤记不住怎么办？

A：记住口诀 “翻平移乘积”：翻转 → 平移 → 相乘 → 积分（乘积的积分）。多画图练
习几次，重点是理解重叠面积随着平移量 t 变化而变化的规律。

Q3: 零输入响应和零状态响应有什么区别？

A：- 零输入：系统内部” 存储” 的能量自己释放（相当于系统的” 记忆” 或” 惯性”）- 零
状态：外部输入直接引起的响应（相当于系统对当前输入的反应）
类比：一个被压缩的弹簧突然释放。- 弹簧本身的振动 = 零输入响应（初始储能释

放）- 如果同时不断推拉弹簧 = 零状态响应（外部驱动）- 总运动 = 两者之和

Q4: 如何判断要用哪种方法求卷积？

A：- 如果两个函数都是简单的解析表达式 → 直接积分 - 如果是分段函数（矩形脉冲
等）→ 图形法最好理解 - 如果已知变换对和性质 → 用性质法 - 如果函数很复杂 → 等
学了拉普拉斯变换后用变换域法

Q5: 冲激响应 h(t) 和系统的关系是什么？

A：h(t) 是系统的” 完整描述”。就像一个人的 DNA 可以完全决定这个人的特征一样，
h(t) 完全决定了一个 LTI 系统的行为。知道 h(t) 就能求出对任意输入的响应。

Q6: 因果性和稳定性有什么关系？

A：因果性和稳定性是独立的概念：

因果 非因果

稳定 e−tu(t) e−|t|
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因果 非因果

不稳定 u(t) e|t|

一个系统可以因果但不稳定（如积分器），也可以非因果但稳定（如 e−|t|）。

Q7: 微分方程的阶数是什么意思？

A：阶数 = 最高微分阶数。一阶系统有 1 个储能元件（如一个电容），二阶系统有 2 个
储能元件（如一个电感和一个电容）。阶数越高，系统的动态行为越复杂。

0.4.9 2.8 本章小结

核心公式

概念 公式

系统微分方程
∑

aky
(k)(t) =

∑
bkx

(k)(t)

响应分解 y(t) = yzi(t) + yzs(t)

卷积积分 y(t) = x(t) ∗ h(t) =
∫∞
−∞ x(τ)h(t− τ)dτ

因果性判据 h(t) = 0, t < 0

稳定性判据
∫∞
−∞|h(t)|dt < ∞

必须掌握的能力

1. 能写出系统的微分方程并确定阶数
2. 能求解零输入响应（特征方程法）
3. 能求解系统的冲激响应
4. 能用图形法计算两个信号的卷积
5. 能用卷积求系统的零状态响应
6. 能利用时域判据判断系统的因果性和稳定性

与后续章节的联系

• 第 3 章（傅里叶变换）：卷积的频域实现、频率响应
• 第 4 章（拉普拉斯变换）：卷积的 s 域实现、系统函数 H(s)
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0.4.10 2.9 补充例题

例题 10：利用卷积性质求解

已知 x(t) = δ(t) + δ(t− 1)，h(t) = e−t[u(t)− u(t− 2)]，求 y(t) = x(t) ∗ h(t)。
解：
利用分配律：

y(t) = δ(t) ∗ h(t) + δ(t− 1) ∗ h(t) = h(t) + h(t− 1)

因此：

y(t) = e−t[u(t)− u(t− 2)] + e−(t−1)[u(t− 1)− u(t− 3)]

这个结果可以分段写出：
• t < 0：y(t) = 0

• 0 ≤ t < 1：y(t) = e−t

• 1 ≤ t < 2：y(t) = e−t + e−(t−1)

• 2 ≤ t < 3：y(t) = e−(t−1)

• t ≥ 3：y(t) = 0

例题 11：判断系统特征

一个 LTI 系统的冲激响应为 h(t) = sin(2t)u(t)，判断：(1) 是否因果？(2) 是否稳定？
解：

(1) h(t) = 0 当 t < 0（因为乘以 u(t)），所以是因果的。
(2) 检查绝对可积性： ∫ ∞

0

| sin(2t)|dt

sin(2t) 不衰减，其绝对值在一个周期内的积分为正数，无穷多个周期加起来是无穷
大。所以是不稳定的。
事实上 sin(2t)u(t) 对应的是一个无阻尼振荡系统——它会一直振荡下去，永不停止。

0.5 第 3 章：傅里叶变换

0.5.1 本章学习目标

• 理解傅里叶级数的三角形式和指数形式
• 掌握傅里叶级数的收敛条件
• 理解傅里叶变换的定义和物理意义
• 掌握傅里叶变换的重要性质
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• 熟记常见信号的傅里叶变换对
• 理解系统的频率响应概念
• 理解采样定理和吉布斯现象

0.5.2 3.1 从时域到频域：换个角度看问题

3.1.1 为什么要变换？

在前两章中，我们一直在” 时域” 分析信号——看信号如何随时间变化。但有些问题时
域中很难分析，比如：

• 信号中包含哪些频率成分？
• 如何设计滤波器去除噪声？
• 系统对不同频率的输入有何不同反应？
频域分析就像用” 频率” 的视角看世界，就像用棱镜将白光分解为七色光一样。
通俗理解：- 时域：看一个音乐信号随时间变化的波形（振幅-时间图）- 频域：看这

个音乐信号中包含哪些音符（振幅-频率图）

3.1.2 傅里叶的核心思想

任何周期信号都可以表示为不同频率的正弦波（或复指数）的叠加。

x(t) =
∞∑

k=−∞

cke
jkω0t

通俗理解：就像白光可以分解为七色光，任何信号都可以分解为不同频率的正弦波。
这些正弦波的幅度和相位由信号的” 频谱” 决定。

0.5.3 3.2 周期信号的傅里叶级数

3.2.1 三角形式的傅里叶级数

对于一个周期为 T 的周期信号 x(t)（基本角频率 ω0 = 2π/T），可以表示为：

x(t) = a0 +
∞∑
n=1

an cos(nω0t) +
∞∑
n=1

bn sin(nω0t)

其中：

a0 =
1

T

∫
T

x(t)dt （直流分量）
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an =
2

T

∫
T

x(t) cos(nω0t)dt

bn =
2

T

∫
T

x(t) sin(nω0t)dt∫
T
表示在一个周期上积分（可以从 0 到 T，或 −T/2 到 T/2）。

通俗理解：- a0：信号的直流（平均）分量 - an cos(nω0t)：余弦分量（偶函数成分）-
bn sin(nω0t)：正弦分量（奇函数成分）

另一种等价表示

x(t) = c0 +
∞∑
n=1

cn cos(nω0t+ φn)

其中：

c0 = a0, cn =
√

a2n + b2n, φn = − arctan
(
bn
an

)
cn 是第 n 次谐波的幅度，φn 是相位。

例题 1：方波的傅里叶级数 求周期为 T、幅度为 1、占空比 50%的方波的傅里叶级数。
方波在一个周期内定义为：

x(t) =

1, −T/4 < t < T/4

0, T/4 < |t| < T/2

解：
ω0 = 2π/T

计算 a0：

a0 =
1

T

∫ T/4

−T/4

1 · dt = 1

T
· T
2
=

1

2

计算 an：

an =
2

T

∫ T/4

−T/4

cos(nω0t)dt =
2

T
·
[

sin(nω0t)

nω0

]T/4

−T/4

=
2

T
· 2 sin(nω0T/4)

nω0

=
4 sin(nπ/2)
n · 2π/T · T

=
2 sin(nπ/2)

nπ

计算 bn：由于 x(t) 是偶函数（x(t) = x(−t)），所有 bn = 0。
所以：
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x(t) =
1

2
+

∞∑
n=1

2 sin(nπ/2)
nπ

cos(nω0t)

展开（注意 sin(nπ/2) 的取值）：

x(t) =
1

2
+

2

π
cos(ω0t)−

2

3π
cos(3ω0t) +

2

5π
cos(5ω0t)− · · ·

重要观察：- 只有奇数次谐波（1, 3, 5, 7, …）- 幅度随频率增加而减小（1/n 规律）-
谐波次数越高，贡献越小

3.2.2 指数形式的傅里叶级数

利用欧拉公式，三角形式可以转换为更简洁的指数形式：

x(t) =
∞∑

n=−∞

cne
jnω0t

其中系数为：

cn =
1

T

∫
T

x(t)e−jnω0tdt

与三角形式系数的关系：

c0 = a0

cn =
an − jbn

2
, n > 0

c−n =
an + jbn

2
= c∗n, n > 0

通俗理解：指数形式是将正频率和负频率统一处理。物理上负频率没有实际意义，
但数学上可以简化计算。

例题 2：方波的指数傅里叶级数 同上例的方波，求指数形式的傅里叶级数。
解：

cn =
1

T

∫ T/4

−T/4

e−jnω0tdt =
1

T
·
[
e−jnω0t

−jnω0

]T/4

−T/4

=
1

T
· e

−jnω0T/4 − ejnω0T/4

−jnω0

=
2 sin(nω0T/4)

Tnω0
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代入 ω0 = 2π/T：

cn =
sin(nπ/2)

nπ

所以：

x(t) =
∞∑

n=−∞

sin(nπ/2)
nπ

ejnω0t

3.2.3 频谱的概念

幅度频谱：|cn| 关于频率 nω0 的图形 相位频谱：∠cn 关于频率 nω0 的图形
通俗理解：频谱就像信号的”食谱”——它告诉你信号由哪些频率的”原料”组成，每

种原料放了多少。
对于例题中的方波，其幅度频谱如图所示（离散谱线）：-直流分量：1/2 -基波（ω0）：

1/π - 3 次谐波：1/(3π) - 5 次谐波：1/(5π)

3.2.4 傅里叶级数的收敛条件（狄利赫里条件）

一个周期信号可以展开为傅里叶级数的充分条件是满足狄利赫里条件：
1. 绝对可积：在一个周期内

∫
T
|x(t)|dt < ∞

2. 有限个极值点：在一个周期内只有有限个最大值和最小值
3. 有限个跳变点：在一个周期内只有有限个不连续点
通俗理解：大多数实际信号都满足这些条件。即使矩形波也满足（虽然它在跳变点

处不连续）。

0.5.4 3.3 非周期信号的傅里叶变换

3.3.1 从傅里叶级数到傅里叶变换

当周期 T → ∞ 时，周期信号变为非周期信号。此时：- 谱线间隔 ω0 = 2π/T → 0 - 离
散谱变为连续谱 - cn 变为 X(jω)

傅里叶变换定义：

X(jω) = F{x(t)} =

∫ ∞

−∞
x(t)e−jωtdt

傅里叶反变换：

x(t) = F−1{X(jω)} =
1

2π

∫ ∞

−∞
X(jω)ejωtdω
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通俗理解：- 正变换：把时域信号” 翻译” 成频域表示（分析信号包含哪些频率）- 反
变换：把频域表示” 翻译” 回时域信号（从频率合成信号）

3.3.2 傅里叶变换的物理意义

X(jω) 是信号 x(t) 在频率 ω 处的” 密度”——表示信号中包含频率 ω 的成分有多少。

|X(jω)| 幅度谱密度

∠X(jω) 相位谱

0.5.5 3.4 常见信号的傅里叶变换对

3.4.1 冲激信号

F{δ(t)} = 1

理解：冲激信号包含所有频率成分，且各频率的幅度相等。这就是为什么用锤子敲
一下会产生” 所有频率” 的声音。

3.4.2 直流信号

F{1} = 2πδ(ω)

理解：直流信号只包含零频率成分。

3.4.3 单边指数信号

x(t) = e−atu(t), a > 0

X(jω) =
1

a+ jω

幅度谱：

|X(jω)| = 1√
a2 + ω2

相位谱：

∠X(jω) = − arctan
(ω
a

)
3.4.4 单位阶跃信号

F{u(t)} = πδ(ω) +
1

jω
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注意：阶跃信号包含直流分量（πδ(ω)）和交流分量（1/jω）。

3.4.5 矩形脉冲

x(t) =

1, |t| < T/2

0, |t| > T/2

X(jω) =
2 sin(ωT/2)

ω
= T · sinc

(
ωT

2π

)
其中 sinc(x) = sin(πx)

πx
（有些教材定义为 sinx

x
）。

3.4.6 正弦信号

F{cos(ω0t)} = π[δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)]

F{sin(ω0t)} = jπ[δ(ω + ω0)− δ(ω − ω0)]

理解：纯正弦信号在频域中只对应一根（一对）谱线——这正是” 单色波” 的含义。

3.4.7 高斯信号

x(t) = e−at2

X(jω) =

√
π

a
e−ω2/(4a)

有趣性质：高斯信号的傅里叶变换仍然是高斯函数。

0.5.6 3.5 傅里叶变换的重要性质

3.5.1 线性性质

F{ax1(t) + bx2(t)} = aX1(jω) + bX2(jω)

验证：直接代入定义，积分是线性运算。

3.5.2 时移性质

F{x(t− t0)} = X(jω)e−jωt0

通俗理解：信号在时域中延迟 t0，相当于在频域中乘以 e−jωt0（相位旋转）。
验证：

F{x(t− t0)} =

∫ ∞

−∞
x(t− t0)e

−jωtdt
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令 τ = t− t0：

=

∫ ∞

−∞
x(τ)e−jω(τ+t0)dτ = e−jωt0

∫ ∞

−∞
x(τ)e−jωτdτ = e−jωt0X(jω)

3.5.3 频移性质

F{ejω0tx(t)} = X(j(ω − ω0))

通俗理解：信号在时域中乘以 ejω0t，相当于在频域中向右平移 ω0。这就是调制的基
础！

3.5.4 尺度变换性质

F{x(at)} =
1

|a|
X
(
j
ω

a

)
通俗理解：- a > 1（时域压缩）：频域展宽，幅度减小 - 0 < a < 1（时域展宽）：频域

压缩，幅度增大
物理意义：信号在时域中变化越快，频域中占据的带宽越宽。这就是” 快变信号 =

宽频带” 的数学解释。

3.5.5 对偶性质

如果 F{x(t)} = X(jω)，则：

F{X(jt)} = 2πx(−ω)

通俗理解：傅里叶变换具有对称性——时域和频域的角色可以互换。
应用：已知一个变换对，通过对偶可以得到另一个变换对。

例题 3：利用对偶性质 已知 F{δ(t)} = 1，利用对偶性质求 F{1}。
解：
由 F{x(t)} = X(jω)，如果 x(t) = δ(t)，则 X(jω) = 1。
由对偶性质：F{X(jt)} = 2πx(−ω)

令 X(jt) = 1（即常数 1），则：

F{1} = 2πδ(−ω) = 2πδ(ω)

� 正确

3.5.6 卷积性质（最重要！）

F{x(t) ∗ h(t)} = X(jω) ·H(jω)
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F{x(t) · h(t)} =
1

2π
X(jω) ∗H(jω)

含义：时域卷积 = 频域相乘，时域相乘 = 频域卷积。
通俗理解：- 系统在时域中对信号的” 混合”（卷积），在频域中只是简单的” 相乘” -

这就是为什么频域分析如此重要——它将复杂的卷积运算变为简单的乘法！

例题 4：利用卷积性质 已知系统冲激响应 h(t) = e−tu(t)，输入 x(t) = e−2tu(t)，求输
出 y(t)。
解：

X(jω) =
1

2 + jω
, H(jω) =

1

1 + jω

由卷积性质：

Y (jω) = X(jω)H(jω) =
1

(2 + jω)(1 + jω)

部分分式展开：

Y (jω) =
1

1 + jω
− 1

2 + jω

反变换：

y(t) = (e−t − e−2t)u(t)

这比分时域卷积计算简单得多！

3.5.7 调制性质

F{x(t) cos(ω0t)} =
1

2
[X(j(ω − ω0)) +X(j(ω + ω0))]

通俗理解：调制就是将信号的频谱搬移到 ±ω0 处。这就是 AM 广播的原理！

3.5.8 时域微分性质

F
{
dnx(t)

dtn

}
= (jω)nX(jω)

通俗理解：时域微分对应频域乘以 jω——微分强调高频成分。

3.5.9 时域积分性质

F
{∫ t

−∞
x(τ)dτ

}
=

X(jω)

jω
+ πX(0)δ(ω)
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通俗理解：时域积分对应频域除以 jω——积分抑制高频成分。

3.5.10 Parseval 定理 ∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt = 1

2π

∫ ∞

−∞
|X(jω)|2dω

通俗理解：信号在时域的总能量等于在频域的总能量——傅里叶变换不改变信号的
能量。

0.5.7 3.6 傅里叶变换性质总结表

性质 时域 频域

线性 ax1 + bx2 aX1 + bX2

时移 x(t− t0) X(jω)e−jωt0

频移 ejω0tx(t) X(j(ω − ω0))

尺度 x(at) 1
|a|X(jω/a)

对偶 X(jt) 2πx(−ω)

卷积 x(t) ∗ h(t) X(jω)H(jω)

调制 x(t) cos(ω0t)
1
2
[X(ω − ω0) +X(ω + ω0)]

微分 dnx
dtn

(jω)nX(jω)

积分
∫ t

−∞ x(τ)dτ X(jω)
jω

+ πX(0)δ(ω)

Parseval
∫
|x|2dt 1

2π

∫
|X|2dω

0.5.8 3.7 LTI 系统的频率响应

3.7.1 频率响应的定义

对于 LTI 系统，频率响应定义为：

H(jω) =
Y (jω)

X(jω)

其中 X(jω) 和 Y (jω) 分别是输入和输出的傅里叶变换。
与冲激响应的关系：
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H(jω) = F{h(t)}

通俗理解：频率响应告诉系统对不同频率的输入如何处理——放大还是衰减、相位
超前还是滞后。

3.7.2 频率响应的物理意义

如果输入是正弦信号 x(t) = cos(ω0t)，则输出为：

y(t) = |H(jω0)| cos(ω0t+ ∠H(jω0))

意思：- 输出频率不变（仍是 ω0）- 幅度乘以 |H(jω0)| - 相位增加 ∠H(jω0)

这就是 LTI 系统的特征函数性质——正弦波输入 LTI 系统，输出仍然是同频率的
正弦波，只是幅度和相位变了。

3.7.3 系统的滤波特性

根据频率响应的形状，系统可以分为：

类型 特点 频率响应

低通 低频通过，高频衰减

高通 高频通过，低频衰减

带通 特定频带通过

带阻 特定频带衰减

例题 5：RC 低通滤波器 RC 电路的频率响应为：

H(jω) =
1

1 + jωRC

幅度响应：|H(jω)| = 1√
1+(ωRC)2

• 当 ω = 0（直流）：|H(0)| = 1，直流完全通过
• 当 ω = 1/(RC)（截止频率）：|H| = 1/

√
2，功率减半（-3dB 点）

• 当 ω → ∞：|H| → 0，高频被抑制

0.5.9 3.8 采样定理

3.8.1 时域采样

采样是将连续信号转换为离散信号的过程：
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xs(t) = x(t) ·
∞∑

n=−∞

δ(t− nTs) =
∞∑

n=−∞

x(nTs)δ(t− nTs)

其中 Ts 是采样周期，fs = 1/Ts 是采样频率。

3.8.2 采样定理（Nyquist-Shannon 采样定理）

定理：如果一个信号的最高频率为 ωM（或 fM），那么要能够从采样信号中完全恢复原
信号，采样频率必须满足：

fs ≥ 2fM 或 ωs ≥ 2ωM

其中 2fM 称为 Nyquist 速率，fs/2 称为 Nyquist 频率（折叠频率）。
通俗理解：采样频率至少要等于信号最高频率的 2 倍，才能保证不丢失信息。就像

拍快速运动的物体，快门速度要足够快才能捕捉到细节。

3.8.3 混叠（Aliasing）

如果采样频率低于 Nyquist 速率，高频成分会” 混叠” 到低频区域，产生失真。
通俗理解：电影中车轮看起来反转的现象（wagon-wheel effect ）就是混叠——车轮

的实际转速超过了采样帧率的一半。

3.8.4 信号重建

理想情况下，通过低通滤波器可以从采样信号恢复原信号：

x(t) =
∞∑

n=−∞

x(nTs) · sinc
(
t− nTs

Ts

)

0.5.10 3.9 吉布斯现象

3.9.1 什么是吉布斯现象？

当用傅里叶级数逼近具有跳变（不连续点）的信号时，在跳变点附近会出现过冲
（overshoot），而且无论取多少项，过冲的幅度都不会消失（约为跳变幅度的 9%）。

通俗理解：即使用很多正弦波去逼近一个方波，在跳变点处总是会有” 振铃” 现
象——就像方波的角总是” 圆” 不了。

3.9.2 吉布斯现象的数学解释

考虑用前 N 项傅里叶级数逼近方波：

xN(t) =
1

2
+

N∑
n=1

2 sin(nπ/2)
nπ

cos(nω0t)
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随着 N 增大，近似效果在远离跳变点处越来越好，但在跳变点附近，过冲幅度趋近
于跳变幅度的约 1.089 倍（即 9% 的过冲）。

3.9.3 实际意义

• 在设计滤波器时，吉布斯现象导致通带和阻带之间的过渡带出现” 振铃”
• 这是为什么实际滤波器需要设计过渡带，而不是理想的” 一刀切” 形状

0.5.11 3.10 零基础学生常见困惑

Q1: 负频率是什么意思？物理上存在吗？

A：负频率是数学上的概念，没有直接的物理意义。它来自于复指数表示 ejωt 和 e−jωt，
这两者结合才能产生实的正弦信号。可以理解为：负频率只是为了数学上的对称性。

Q2: 频谱是离散的还是连续的？

A：- 周期信号 → 离散频谱（线谱），只在 nω0 处有值 - 非周期信号 → 连续频谱，在所
有频率上都有值

Q3: 傅里叶变换和傅里叶级数的关系？

A：傅里叶级数是傅里叶变换的特例——当信号是周期信号时。傅里叶级数的系数 cn

和傅里叶变换 X(jω) 的关系是：

cn =
1

T
X(jnω0)

Q4: 为什么要学傅里叶变换？有什么实际应用？

A：- 通信系统：调制解调、频分复用 - 图像处理：JPEG 压缩（基于 DCT，与傅里叶
变换相关）- 音频处理：MP3 编码、降噪 - 医学：MRI 成像、心电图分析 - 任何涉及”
频率” 的领域

Q5: 信号在时域和频域能否同时有限？

A：不能（不确定性原理）。如果信号在时域是严格有限的（只在有限时间内非零），在
频域一定是无限宽的。反之亦然。这就是海森堡不确定性原理在信号处理中的体现。

Q6: 采样定理在实际中怎么用？

A：实际采样时通常取 fs > 2fM（而不是等于），预留一定的余量。例如：- 语音信号最
高频率约 4kHz，电话系统用 8kHz 采样 - 音频 CD 最高频率约 20kHz，用 44.1kHz 采
样 - 采样前通常需要抗混叠滤波器（低通滤波器）滤除高于 fs/2 的频率成分
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0.5.12 3.11 本章小结

核心公式

概念 公式

傅里叶级数（指数） x(t) =
∑

cne
jnω0t

傅里叶级数系数 cn = 1
T

∫
T
x(t)e−jnω0tdt

傅里叶变换 X(jω) =
∫∞
−∞ x(t)e−jωtdt

傅里叶反变换 x(t) = 1
2π

∫∞
−∞ X(jω)ejωtdω

时域卷积 → 频域相乘 F{x(t) ∗ h(t)} = X(jω)H(jω)

频率响应 H(jω) = F{h(t)} = Y (jω)/X(jω)

采样定理 fs ≥ 2fM

必须掌握的能力

1. 能计算周期信号的傅里叶级数系数
2. 能计算简单信号的傅里叶变换
3. 能灵活运用傅里叶变换的性质
4. 能用频率响应分析系统的滤波特性
5. 能用卷积性质简化计算（时域卷积 → 频域相乘）
6. 理解采样定理的基本内容

与后续章节的联系

• 第 4 章（拉普拉斯变换）：傅里叶变换是拉普拉斯变换在 s = jω 时的特例
• 第 6 章（Z 变换）：Z 变换是离散域的” 傅里叶变换”

0.5.13 3.12 综合例题

例题 6：利用性质求傅里叶变换

求信号 x(t) = e−a|t| 的傅里叶变换。
解：
将 e−a|t| 分解为：

e−a|t| = e−atu(t) + eatu(−t)

已知 F{e−atu(t)} = 1
a+jω
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利用对偶性质或直接计算：

F{eatu(−t)} =
1

a− jω

所以：

X(jω) =
1

a+ jω
+

1

a− jω
=

2a

a2 + ω2

验证：这是一个实偶函数，其傅里叶变换也是实偶函数。

例题 7：系统分析

一个 LTI 系统的频率响应为 H(jω) = 1
1+jω
，输入为 x(t) = cos(2t)，求输出。

解：
在 ω = 2 处：

H(j2) =
1

1 + j2
=

1√
5
e−j arctan(2)

所以：

y(t) = |H(j2)| cos(2t+ ∠H(j2)) =
1√
5

cos (2t− arctan(2))

例题 8：理想低通滤波器

理想低通滤波器的频率响应为：

H(jω) =

1, |ω| < ωc

0, |ω| > ωc

求冲激响应 h(t)。

解：

h(t) =
1

2π

∫ ωc

−ωc

1 · ejωtdω =
1

2π
· e

jωct − e−jωct

jt
=

sin(ωct)

πt
=

ωc

π
sinc

(
ωct

π

)

注意：h(t) 在 t < 0 时非零，所以理想低通滤波器是非因果的——物理上不可实现。
实际滤波器只能近似实现。

0.6 第 4 章：拉普拉斯变换
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0.6.1 本章学习目标

• 理解拉普拉斯变换的定义和物理意义
• 掌握收敛域 (ROC) 的概念和分析方法
• 熟记拉普拉斯变换的重要性质和常用变换对
• 掌握拉普拉斯反变换（部分分式展开法）
• 能用拉普拉斯变换求解微分方程
• 理解系统函数 H(s) 及其与冲激响应的关系
• 掌握零极点分析和系统稳定性判据
• 能画出系统的方框图实现
为什么拉普拉斯变换最重要？因为它将微分方程转化为代数方程，将卷积运算转化

为乘法运算，将时域分析搬到复频域（s 域）中——极大地简化了问题的分析和求解。
考试中约 40% 的题目与此相关。

0.6.2 4.1 拉普拉斯变换的定义

4.1.1 从傅里叶变换到拉普拉斯变换

傅里叶变换 X(jω) =
∫∞
−∞ x(t)e−jωtdt 只能处理绝对可积的信号。

问题：很多重要信号（如 eatu(t), a > 0、u(t)）不满足绝对可积条件。
解决方案：给信号乘以一个衰减因子 e−σt（σ 为实数），使其变” 收敛”：∫ ∞

−∞
[x(t)e−σt]e−jωtdt =

∫ ∞

−∞
x(t)e−(σ+jω)tdt

令 s = σ + jω（复频率），得到双边拉普拉斯变换：

X(s) = L{x(t)} =

∫ ∞

−∞
x(t)e−stdt

通俗理解：拉普拉斯变换是傅里叶变换的” 升级版”——引入 s = σ + jω，将频域分
析扩展到复频域。原本不发散的信号乘以 e−σt 后变得可以分析。

4.1.2 双边 vs 单边拉普拉斯变换

双边拉普拉斯变换（Bilateral LT）：

X(s) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−stdt

单边拉普拉斯变换（Unilateral LT）：

X(s) =

∫ ∞

0−
x(t)e−stdt
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本课程主要使用单边拉普拉斯变换，原因：- 实际系统通常从 t = 0 开始分析 - 可以
自动包含初始条件 - 适合求解初值问题
拉普拉斯反变换：

x(t) =
1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞
X(s)estds

这是一个复变函数的围线积分，本课程中不直接使用这个公式——我们主要通过部
分分式展开和查表求反变换。

0.6.3 4.2 收敛域 (ROC)

4.2.1 ROC 的定义

收敛域（Region of Convergence, ROC）是使拉普拉斯变换积分收敛的 s 的取值范围。∫ ∞

−∞
|x(t)e−st|dt < ∞

即：X(s) 存在且解析的 s 值集合。

4.2.2 ROC 的图形表示

ROC 在 s 平面上表示（s 平面：横轴为 ℜ{s} = σ，纵轴为 ℑ{s} = jω）：

Im
↑
� ROC用阴影区域表示

�������������→ Re
�

4.2.3 ROC 的性质

1. ROC 是平行于 jω 轴的带状区域（因为收敛只取决于 σ = ℜ{s}）
2. 对于有理拉普拉斯变换，ROC 内不含任何极点
3. ROC 的边界由极点位置决定
4. 如果信号是右边信号（只在 t > T 时有值），ROC 位于最右边极点的右侧
5. 如果信号是左边信号（只在 t < T 时有值），ROC 位于最左边极点的左侧
6. 如果信号是双边信号，ROC 是带状区域
7. 如果信号是有限长信号，ROC 是整个 s 平面（可能不包括原点或无穷远点）
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4.2.4 常见信号的 ROC

信号 拉普拉斯变换 ROC

δ(t) 1 全部 s

u(t) 1/s ℜ{s} > 0

−u(−t) 1/s ℜ{s} < 0

e−atu(t) 1/(s+ a) ℜ{s} > −a

−e−atu(−t) 1/(s+ a) ℜ{s} < −a

tnu(t) n!/sn+1 ℜ{s} > 0

cos(ω0t)u(t) s/(s2 + ω2
0) ℜ{s} > 0

sin(ω0t)u(t) ω0/(s
2 + ω2

0) ℜ{s} > 0

重要：相同的 X(s) 表达式，不同的 ROC，对应不同的信号！比如 1/s 的 ROC 是
ℜ{s} > 0 时对应 u(t)，ROC 是 ℜ{s} < 0 时对应 −u(−t)。
通俗理解：ROC 就像是一个” 使用说明书”——同样的拉普拉斯变换表达式，没有

ROC 就无法确定它对应哪个信号。

例题 1：确定 ROC 求信号 x(t) = e−2tu(t) + e−tu(t) 的拉普拉斯变换和 ROC。
解：

X(s) =
1

s+ 2
+

1

s+ 1
, ℜ{s} > −1

因为第一个分式的 ROC 是 ℜ{s} > −2，第二个分式的 ROC 是 ℜ{s} > −1，取交
集得 ℜ{s} > −1。

0.6.4 4.3 拉普拉斯变换的性质

4.3.1 线性性质

L{ax1(t) + bx2(t)} = aX1(s) + bX2(s)

ROC：两个信号 ROC 的交集（可能扩大）。

4.3.2 时移性质

L{x(t− t0)u(t− t0)} = e−st0X(s), t0 ≥ 0

通俗理解：信号延迟 t0，变换域乘以 e−st0。
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验证：

L{x(t− t0)u(t− t0)} =

∫ ∞

0

x(t− t0)e
−stdt

令 τ = t− t0：

=

∫ ∞

−t0

x(τ)e−s(τ+t0)dτ = e−st0

∫ ∞

0

x(τ)e−sτdτ = e−st0X(s)

4.3.3 s 域平移

L{es0tx(t)} = X(s− s0)

ROC：ROC + ℜ{s0}
通俗理解：时域乘以 es0t，变换域平移 s0。

4.3.4 尺度变换

L{x(at)} =
1

a
X
(s
a

)
, a > 0

ROC：ℜ{s} 也按比例缩放。

4.3.5 时域微分性质（非常重要）

L
{
dx(t)

dt

}
= sX(s)− x(0−)

L
{
d2x(t)

dt2

}
= s2X(s)− sx(0−)− x′(0−)

一般形式：

L
{
dnx(t)

dtn

}
= snX(s)−

n−1∑
k=0

sn−1−kx(k)(0−)

通俗理解：微分方程变成代数方程！这就是拉普拉斯变换最重要的应用。时域微分
对应 s 域乘以 s 并减去初始条件。

4.3.6 时域积分性质

L
{∫ t

0−
x(τ)dτ

}
=

X(s)

s

4.3.7 初值定理

如果 x(t) 及其导数存在拉普拉斯变换，且极限存在，则：
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x(0+) = lim
t→0+

x(t) = lim
s→∞

sX(s)

通俗理解：通过 X(s) 在无穷远处的行为可以知道 x(t) 在原点附近的行为。

4.3.8 终值定理

如果 x(t) 的极限存在（即系统稳定），则：

lim
t→∞

x(t) = lim
s→0

sX(s)

使用条件：sX(s) 的极点都在左半平面（即系统稳定）。
通俗理解：通过 X(s) 在 s = 0 附近的行为可以知道 x(t) 的稳态值。

例题 2：初值和终值定理 已知 X(s) = s+2
s(s+1)(s+3)

，求 x(0+) 和 x(∞)。
解：
初值：

x(0+) = lim
s→∞

sX(s) = lim
s→∞

s(s+ 2)

s(s+ 1)(s+ 3)
= lim

s→∞

s+ 2

(s+ 1)(s+ 3)
= 0

终值（检查条件：极点 s = 0,−1,−3，除了 s = 0 外都在左半平面，但 s = 0 处的极
点意味着终值存在？需检查）：

sX(s) = s+2
(s+1)(s+3)

的极点在 s = −1, s = −3，都在左半平面，所以终值定理适用。

x(∞) = lim
s→0

sX(s) = lim
s→0

s+ 2

(s+ 1)(s+ 3)
=

2

3

4.3.9 卷积性质

L{x(t) ∗ h(t)} = X(s)H(s)

这是拉普拉斯变换最重要的性质之一！时域的卷积运算变为 s 域的乘法运算。

例题 3：利用卷积性质 用卷积性质求 y(t) = e−tu(t) ∗ e−2tu(t)。
解：

Y (s) =
1

s+ 1
· 1

s+ 2
=

1

(s+ 1)(s+ 2)
=

1

s+ 1
− 1

s+ 2

反变换：

y(t) = (e−t − e−2t)u(t)

64



信号与系统学习笔记

0.6.5 4.4 常用信号的拉普拉斯变换对

4.4.1 基本信号

时域 x(t) s 域 X(s) ROC

δ(t) 1 全部 s

u(t) 1
s

ℜ{s} > 0

tu(t) 1
s2

ℜ{s} > 0

tnu(t) n!
sn+1 ℜ{s} > 0

4.4.2 指数信号

时域 x(t) s 域 X(s) ROC

e−atu(t) 1
s+a

ℜ{s} > −a

te−atu(t) 1
(s+a)2

ℜ{s} > −a

tne−atu(t) n!
(s+a)n+1 ℜ{s} > −a

4.4.3 正弦/余弦信号

时域 x(t) s 域 X(s) ROC

sin(ω0t)u(t)
ω0

s2+ω2
0

ℜ{s} > 0

cos(ω0t)u(t)
s

s2+ω2
0

ℜ{s} > 0

e−at sin(ω0t)u(t)
ω0

(s+a)2+ω2
0

ℜ{s} > −a

e−at cos(ω0t)u(t)
s+a

(s+a)2+ω2
0

ℜ{s} > −a

0.6.6 4.5 拉普拉斯反变换：部分分式展开法

4.5.1 为什么用部分分式？

拉普拉斯变换通常是有理函数形式：

X(s) =
N(s)

D(s)
=

bMsM + bM−1s
M−1 + · · ·+ b0

sN + aN−1sN−1 + · · ·+ a0

部分分式展开将复杂有理函数分解为简单项的和，每个简单项对应一个已知的变换
对。
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4.5.2 真分式情况（N > M）

情况 1：所有极点都是单极点（单实根）

X(s) =
N(s)

(s− p1)(s− p2) · · · (s− pN)

展开为：

X(s) =
k1

s− p1
+

k2
s− p2

+ · · ·+ kN
s− pN

其中系数：

ki = (s− pi)X(s)
∣∣∣
s=pi

例题 4：单极点展开 求 X(s) = s+3
(s+1)(s+2)

的反变换。
解：
展开：

X(s) =
k1

s+ 1
+

k2
s+ 2

k1 = (s+ 1)X(s)
∣∣∣
s=−1

=
s+ 3

s+ 2

∣∣∣
s=−1

=
2

1
= 2

k2 = (s+ 2)X(s)
∣∣∣
s=−2

=
s+ 3

s+ 1

∣∣∣
s=−2

=
1

−1
= −1

所以：

X(s) =
2

s+ 1
− 1

s+ 2

反变换（假设因果信号，ROC ℜ{s} > −1）：

x(t) = (2e−t − e−2t)u(t)

情况 2：含共轭复极点 如果 X(s) 分母有 s2 + bs+ c = 0 的共轭复根 α± jβ，可以保
留二次项：

X(s) =
As+B

(s+ α)2 + β2
+其他项

对应时域：
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L−1

{
(s+ α)

(s+ α)2 + β2

}
= e−αt cos(βt)u(t)

L−1

{
β

(s+ α)2 + β2

}
= e−αt sin(βt)u(t)

例题 5：共轭复极点 求 X(s) = s+1
(s+1)2+4

的反变换。

解：
直接识别为 (s+1)

(s+1)2+22
，对应 e−t cos(2t)u(t)。

所以：

x(t) = e−t cos(2t)u(t)

情况 3：多重极点 如果有 r 重极点 p：

X(s) =
N(s)

(s− p)rD1(s)

展开为：

X(s) =
k11

(s− p)r
+

k12
(s− p)r−1

+ · · ·+ k1r
s− p

+其他极点项

系数公式：

k1j =
1

(j − 1)!

dj−1

dsj−1
[(s− p)rX(s)]

∣∣∣
s=p

对应时域：

L−1

{
1

(s− p)r

}
=

tr−1

(r − 1)!
eptu(t)

例题 6：多重极点 求 X(s) = 1
(s+1)2(s+2)

的反变换。

解：
展开：

X(s) =
k11

(s+ 1)2
+

k12
s+ 1

+
k2

s+ 2

k11 = (s+ 1)2X(s)
∣∣∣
s=−1

=
1

s+ 2

∣∣∣
s=−1

= 1
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k12 =
d

ds

[
(s+ 1)2X(s)

] ∣∣∣
s=−1

=
d

ds

[
1

s+ 2

] ∣∣∣
s=−1

= − 1

(s+ 2)2

∣∣∣
s=−1

= −1

k2 = (s+ 2)X(s)
∣∣∣
s=−2

=
1

(s+ 1)2

∣∣∣
s=−2

= 1

所以：

X(s) =
1

(s+ 1)2
− 1

s+ 1
+

1

s+ 2

反变换：

x(t) = (te−t − e−t + e−2t)u(t)

4.5.3 非真分式情况（M >= N）

当分子阶数 >= 分母阶数时，先用多项式除法化简：

X(s) = cM−Ns
M−N + · · ·+ c1s+ c0︸ ︷︷ ︸
多项式部分

+
N1(s)

D(s)︸ ︷︷ ︸
真分式部分

多项式部分对应 δ(t) 及其导数。

例题 7：非真分式 求 X(s) = s2+2s+3
s+1

的反变换。
解：
做多项式除法：

s2 + 2s+ 3

s+ 1
= (s+ 1) +

2

s+ 1

注意：s+ 1 对应的时域是 dδ(t)
dt

+ δ(t)。
所以：

x(t) = δ′(t) + δ(t) + 2e−tu(t)

0.6.7 4.6 用拉普拉斯变换求解微分方程

4.6.1 基本步骤

这是拉普拉斯变换最核心的应用！步骤如下：
1. 对微分方程两边取拉普拉斯变换（利用微分性质包含初始条件）

68



信号与系统学习笔记

2. 解代数方程得到 Y (s)

3. 对 Y (s) 进行部分分式展开
4. 取拉普拉斯反变换得到 y(t)

例题 8：用拉普拉斯变换求解微分方程 求解微分方程：y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t) =

2x′(t) + x(t)，初始条件 y(0) = 1, y′(0) = 0，输入 x(t) = e−tu(t)。
解：
第一步：两边取拉普拉斯变换

[s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + 3[sY (s)− y(0)] + 2Y (s) = 2[sX(s)− x(0)] +X(s)

代入初始条件 y(0) = 1, y′(0) = 0：

(s2 + 3s+ 2)Y (s)− s− 3 = (2s+ 1)X(s)− 2x(0)

第二步：代入 X(s)

x(t) = e−tu(t) ⇒ X(s) =
1

s+ 1

x(0) = 1（从 x(t) = e−tu(t) 可知）

(s2 + 3s+ 2)Y (s)− s− 3 =
2s+ 1

s+ 1
− 2

第三步：解出 Y (s)

(s2 + 3s+ 2)Y (s) =
2s+ 1

s+ 1
− 2 + s+ 3 =

2s+ 1

s+ 1
+ s+ 1

=
2s+ 1 + (s+ 1)2

s+ 1
=

s2 + 4s+ 2

s+ 1

所以：

Y (s) =
s2 + 4s+ 2

(s+ 1)(s2 + 3s+ 2)
=

s2 + 4s+ 2

(s+ 1)2(s+ 2)

第四步：部分分式展开

Y (s) =
k11

(s+ 1)2
+

k12
s+ 1

+
k2

s+ 2

k11 = (s+ 1)2Y (s)
∣∣∣
s=−1

=
s2 + 4s+ 2

s+ 2

∣∣∣
s=−1

=
1− 4 + 2

1
= −1
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k12 =
d

ds

[
s2 + 4s+ 2

s+ 2

] ∣∣∣
s=−1

=
(2s+ 4)(s+ 2)− (s2 + 4s+ 2)

(s+ 2)2

∣∣∣
s=−1

=
(2)(1)− (−1)

1
= 3 （详细计算）

让我们仔细算：

f(s) =
s2 + 4s+ 2

s+ 2

f ′(s) =
(2s+ 4)(s+ 2)− (s2 + 4s+ 2)

(s+ 2)2
=

(2s2 + 8s+ 8)− (s2 + 4s+ 2)

(s+ 2)2
=

s2 + 4s+ 6

(s+ 2)2

f ′(−1) =
1− 4 + 6

1
= 3

所以 k12 = 3。

k2 = (s+ 2)Y (s)
∣∣∣
s=−2

=
s2 + 4s+ 2

(s+ 1)2

∣∣∣
s=−2

=
4− 8 + 2

1
= −2

所以：

Y (s) = − 1

(s+ 1)2
+

3

s+ 1
− 2

s+ 2

第五步：反变换

y(t) = (−te−t + 3e−t − 2e−2t)u(t)

例题 8：对比时域法 回顾第 2 章中我们用微分方程求解类似问题（例题 6），步骤繁
琐且容易出错。而用拉普拉斯变换，整个过程是代数运算——这就是拉普拉斯变换的强
大之处！

0.6.8 4.7 系统函数 H(s)

4.7.1 系统函数的定义

对于 LTI 系统，系统函数（也称传递函数）定义为：

H(s) =
Y (s)

X(s)

当初始条件为零时。
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4.7.2 系统函数与冲激响应的关系

H(s) = L{h(t)}

h(t) = L−1{H(s)}

4.7.3 从微分方程求系统函数

给定微分方程：

N∑
k=0

ak
dky(t)

dtk
=

M∑
k=0

bk
dkx(t)

dtk

在零初始条件下取拉普拉斯变换：(
N∑
k=0

aks
k

)
Y (s) =

(
M∑
k=0

bks
k

)
X(s)

所以：

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

∑M
k=0 bks

k∑N
k=0 aks

k

例题 9：求系统函数 系统微分方程为 y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t) = x′(t) + 2x(t)，求 H(s)。
解：
零初始条件下取拉普拉斯变换：

(s2 + 3s+ 2)Y (s) = (s+ 2)X(s)

所以：

H(s) =
Y (s)

X(s)
=

s+ 2

s2 + 3s+ 2
=

s+ 2

(s+ 1)(s+ 2)
=

1

s+ 1

冲激响应：

h(t) = e−tu(t)

0.6.9 4.8 零极点分析与系统稳定性

4.8.1 零点和极点的定义

系统函数通常可以写为有理分式形式：
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H(s) =
N(s)

D(s)
= K

∏M
i=1(s− zi)∏N
i=1(s− pi)

零点：使 H(s) = 0 的 s 值，即 N(s) = 0 的根 zi。
极点：使 H(s) → ∞ 的 s 值，即 D(s) = 0 的根 pi。

4.8.2 零极点图

在 s 平面上用”o” 表示零点，用”x” 表示极点：

Im
↑

x � o
-2 � -1
�������������→ Re

�

4.8.3 从零极点判断系统稳定性

因果 LTI 系统稳定的充要条件：H(s) 的所有极点都位于 s 平面的左半平面（即所有极
点的实部为负数）。

ℜ{pi} < 0, ∀i ⇐⇒ 系统稳定

通俗理解：-左半平面极点 →指数衰减 →系统稳定 -右半平面极点 →指数增长 →
系统不稳定 - 虚轴上极点 → 等幅振荡 → 临界稳定（边界稳定）

例题 10：稳定性判断 判断以下系统函数的稳定性：
(1) H(s) = 1

(s+1)(s+3)

(2) H(s) = 1
(s−1)(s+2)

(3) H(s) = 1
s2+ω2

0

解：
(1) 极点：s = −1, s = −3，都在左半平面 → 稳定
(2) 极点：s = 1（右半平面），s = −2（左半平面）→ 不稳定
(3) 极点：s = ±jω0，在虚轴上 → 临界稳定

4.8.4 极点位置与冲激响应的对应关系

极点位置 时间波形 稳定性

负实轴 σ < 0 eσt 指数衰减 稳定
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极点位置 时间波形 稳定性

正实轴 σ > 0 eσt 指数增长 不稳定

共轭左半平面 σ ± jω eσt sin(ωt+ ϕ) 衰减振荡 稳定

共轭右半平面 σ ± jω eσt sin(ωt+ ϕ) 增长振荡 不稳定

虚轴 ±jω sin(ωt+ ϕ) 等幅振荡 临界稳定

s = 0 阶跃（常数） 临界稳定

重根在虚轴 t sin(ωt) 增长振荡 不稳定

4.8.5 从零极点估计频率响应

对于稳定系统，频率响应 H(jω) 可以通过零极点图估计：

|H(jω)| = K

∏M
i=1 |jω − zi|∏N
i=1 |jω − pi|

∠H(jω) =
M∑
i=1

∠(jω − zi)−
N∑
i=1

∠(jω − pi)

几何意义：从每个零/极点到 jω 轴上的点的向量长度决定了幅度，角度决定了相位。

0.6.10 4.9 系统方框图实现

4.9.1 基本运算单元

方框图用三种基本单元实现系统：

单元 符号 时域 s 域

加法器 � x1 + x2 X1 +X2

数乘器 � ax aX

积分器 �
∫
xdt X/s

注意：在连续系统中，基本存储单元是积分器（不是微分器），因为积分器对噪声不
敏感。

4.9.2 直接型实现

直接 I 型：直接根据微分方程实现
对于 H(s) = b2s2+b1s+b0

s2+a1s+a0
，可以直接画出：
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x(t) �→[b_2]���→[1/s]���→[1/s]���→ y(t)
↑ ↑ ↑

[b_1] [-a_1] [b_0]
| | |
���������������→�
↑

[-a_0]

直接 II 型（最常用）：将系统分解为两部分
系统函数 H(s) = N(s)

D(s)
分为：1. 分母部分 1/D(s) —— 反馈环路 2. 分子部分 N(s)

—— 前馈通路
实现方法：先实现分母（一个虚拟信号），再通过分子生成输出。

例题 11：直接 II 型实现 系统 H(s) = s+2
s2+3s+2

，画出直接 II 型方框图。
解：
分子：N(s) = s+2（系数 b1 = 1, b0 = 2）分母：D(s) = s2+3s+2（系数 a1 = 3, a0 = 2）

x(t) �→���→[1/s]��→[1/s]��→ y(t)
↑ � �
[-3]←����� �
� �
[-2]←������������

����������������
↓ ↓
[2] [1]

更标准的形式：

�����������������������
� ↓

x �→���→ 1/s ��→���→ 1/s ��→���→ y
↑ ↑ �
� � �
���[-3]��� �
� �
�����[-2]�����������

y(t) = w(t) + 2w'(t) 的系数对应：
[-2]和[-3]是反馈系数
[1]和[2]是前馈系数
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更清晰的标准形式：

�����������������������
� �
� ���[2]���→�
� � �

x �→���→���→���→����[1]��→���→ y
↑ ↑ �
� � �
���3��� �
� �
�����2�������

4.9.3 级联型实现

将系统函数分解为多个一阶/二阶系统的乘积：

H(s) = H1(s) ·H2(s) · · · · ·Hk(s)

每个子系统用直接型实现，然后串联。

4.9.4 并联型实现

将系统函数分解为多个一阶/二阶系统的和（部分分式展开）：

H(s) = H1(s) +H2(s) + · · ·+Hk(s)

每个子系统用直接型实现，然后并联（输入相同，输出相加）。

例题 12：并联型实现 H(s) = s+3
(s+1)(s+2)

= 2
s+1

− 1
s+2
，画出并联型方框图。

解：

���→ 2/(s+1) ��→�
x ���� ���→ y

���→ -1/(s+2) �→�

每个一阶子系统：
H1(s) =

2
s+1
：

x �→���→���→ 2y1
↑

[-1]

H2(s) = − 1
s+2
：
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x �→���→���→ -y2
↑

[-2]

0.6.11 4.10 用拉普拉斯变换分析电路

4.10.1 电路元件的 s 域模型

元件 时域关系 s 域关系

电阻 R v(t) = Ri(t) V (s) = RI(s)

电容 C i(t) = C dv
dt

I(s) = C[sV (s)− v(0−)]

电感 L v(t) = Ldi
dt

V (s) = L[sI(s)− i(0−)]

例题 13：RLC 电路分析 RLC 串联电路，R = 2Ω，L = 1H，C = 0.5F，初始条件
i(0−) = 1A，vc(0

−) = 0V，输入电压 vs(t) = u(t)V，求电流 i(t)。
解：
电路方程：

L
di

dt
+Ri+

1

C

∫
idt = vs(t)

代入数值：

di

dt
+ 2i+ 2

∫
idt = u(t)

取拉普拉斯变换（含初始条件）：

[sI(s)− i(0−)] + 2I(s) +
2

s
I(s) =

1

s

sI(s)− 1 + 2I(s) +
2

s
I(s) =

1

s

整理：

I(s)

(
s+ 2 +

2

s

)
=

1

s
+ 1

I(s)
s2 + 2s+ 2

s
=

1 + s

s
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所以：

I(s) =
s+ 1

s2 + 2s+ 2
=

s+ 1

(s+ 1)2 + 1

反变换：

i(t) = e−t cos(t)u(t)

0.6.12 4.11 零基础学生常见困惑

Q1: s 到底是什么？为什么是复数？

A：s = σ + jω 是一个复频率。jω 部分表示振荡（频率），σ 部分表示衰减或增长（包
络）。当 σ = 0 时，s = jω，拉普拉斯变换退化为傅里叶变换。
直观理解：- ejωt：等幅正弦振荡（纯频率）- eσt：指数增长或衰减（包络）- e(σ+jω)t：

增长或衰减的正弦振荡

Q2: ROC 的 ℜ{s} > −a 是什么意思？

A：ℜ{s} > −a 在 s 平面中是竖直线 s = −a 右侧的所有区域。例如 e−2tu(t) 的拉普拉
斯变换是 1/(s+ 2)，ROC 为 ℜ{s} > −2。

Im
↑

����������→ Re
�-2 （阴影区域为 s = -2 右侧）

Q3: 部分分式展开时，分子次数高于分母怎么办？

A：用多项式除法。比如 s3+2s
s+1
，做除法：

s3 除以 s 得 s2，乘以 (s+ 1) 得 s3 + s2，减去得 −s2 + 2s… 最终：s2 − s+ 1− 1
s+1

Q4: 初值定理和终值定理什么时候不能用？

A：- 初值定理：- 当 x(t) 在 t = 0 处有冲激及其导数时，初值定理给出的是 x(0+) 而非
x(0−) - 如果 X(s) 不是真分式（分子阶数 ≥ 分母阶数），初值可能为无穷大 - 终值定理：
- 如果 sX(s) 有右半平面或虚轴上的极点（除了 s = 0），终值定理不适用 - 系统必须稳
定（或至少不振荡发散）

Q5: 零极点和频率响应有什么关系？

A：这是一个非常重要的概念！
• 零点靠近虚轴：在该频率处幅度响应有凹陷
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• 极点靠近虚轴：在该频率处幅度响应有尖峰（谐振）
• 极点离虚轴越远：谐振峰越平坦、越宽
这就是为什么通过零极点图可以快速估计系统频率响应形状的原因。

Q6: 系统函数 H(s) 的极点都在左半平面，系统就一定稳定吗？

A：对于因果 LTI 系统，是的。但要注意：- 如果系统非因果，稳定性要求 ROC 包含
jω 轴 - H(s) 的极点必须在 ROC 的左边（右边信号）或右边（左边信号）- 因果系统的
ROC 在极点右侧，因此所有极点必须在左半平面

Q7: 方框图中的积分器怎么用运放实现？

A：运放积分器电路：

C
����
� �
����
�

R �
������������
� � �
� � �
vi � ���→ vo

�
�
�

��� GND

vo(t) = − 1
RC

∫
vi(t)dt

这就是为什么模拟计算机中用运放实现积分运算。

Q8: 什么时候用拉普拉斯变换，什么时候用傅里叶变换？

情景 用哪个 原因

求解微分方程 拉普拉斯 自动处理初始条件

分析频率特性 傅里叶 直接得到频率响应

稳定性分析 拉普拉斯 用极点位置判断

调制解调 傅里叶 频移性质更直观

含冲激信号 拉普拉斯 收敛域更宽

78



信号与系统学习笔记

情景 用哪个 原因

0.6.13 4.12 本章小结

核心公式

概念 公式

拉普拉斯变换 X(s) =
∫∞
0−

x(t)e−stdt

反变换 x(t) = 1
2πj

∫ σ+j∞
σ−j∞ X(s)estds

时域微分 L{x′(t)} = sX(s)− x(0−)

时域积分 L{
∫
xdt} = X(s)/s

时域卷积 L{x(t) ∗ h(t)} = X(s)H(s)

初值定理 x(0+) = lims→∞ sX(s)

终值定理 x(∞) = lims→0 sX(s)（稳定时）

系统函数 H(s) = Y (s)/X(s) = L{h(t)}

稳定性 所有极点 ℜ{pi} < 0

必须掌握的能力

1. 能求常见信号的拉普拉斯变换
2. 能确定收敛域 (ROC)
3. 能用部分分式展开求拉普拉斯反变换
4. 能用拉普拉斯变换求解微分方程
5. 能求系统的系统函数 H(s) 和冲激响应 h(t)

6. 能通过零极点位置判断系统稳定性
7. 能画出系统的直接型、级联型、并联型方框图

拉普拉斯变换求解流程总结

微分方程 + 初始条件
↓ (取拉普拉斯变换)

s域代数方程
↓ (解代数方程)

Y(s)
↓ (部分分式展开)
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简单项之和

↓ (反变换查表)
y(t)

与后续章节的联系

• 第 6 章（Z 变换）：离散域的” 拉普拉斯变换”
• 第 7 章（系统函数）：基于 H(s) 的进一步分析
• 第 8 章（离散 Z 域分析）：连续和离散的统一视角

0.7 第 5 章：离散时间信号与系统

0.7.1 本章学习目标

• 理解离散时间信号的表示方法
• 熟悉基本离散序列及其运算
• 理解采样过程：连续到离散的转换
• 掌握差分方程的建立和求解
• 理解离散卷积和的概念和计算
• 掌握离散系统的冲激响应和阶跃响应
• 理解离散系统的因果性和稳定性判据

0.7.2 5.1 离散时间信号概述

5.1.1 什么是离散时间信号？

离散时间信号（也称为序列）只在离散的时间点上定义。通常表示为 x[n]，其中 n 是整
数。
与连续信号的区别：

特性 连续信号 x(t) 离散信号 x[n]

自变量 t 是任意实数 n 是整数

括号 圆括号 方括号

取值 任意时刻都有定义 只在整数点有定义

来源 物理信号 采样或计算生成

通俗理解：- 连续信号：就像连续的流水，每时每刻都在变化 - 离散信号：就像每隔
1 秒拍一张照片，只记录离散时刻的” 快照”
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5.1.2 序列的表示方法

公式法：

x[n] =

(
1

2

)n

u[n]

图形法：用竖线表示每个 n 处的值

x[n]
1
��
� �
� 0.5
� �
� 0.25
� �
� 0.125
���������→ n
0 1 2 3

数列法：
x[n] = {1, 2, 3, 4, 5, · · · }, n ≥ 0

0.7.3 5.2 基本序列

5.2.1 单位脉冲序列 δ[n]

定义：

δ[n] =

1, n = 0

0, n ̸= 0

通俗理解：离散版的” 冲激信号”，但比连续版的简单得多——就是 n = 0 处的一
个”1”。
筛选性质：

∞∑
n=−∞

x[n]δ[n− n0] = x[n0]

与单位冲激的关系：连续冲激 δ(t) 是” 无限高、无限窄、面积为 1” 的广义函数，而
离散脉冲 δ[n] 仅仅是一个值为 1 的序列点——简单得多！
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5.2.2 单位阶跃序列 u[n]

定义：

u[n] =

1, n ≥ 0

0, n < 0

注意：与连续阶跃不同，离散阶跃在 n = 0 处定义为 1（而不是 1/2）。
与脉冲的关系：

δ[n] = u[n]− u[n− 1]

u[n] =
n∑

k=−∞

δ[k] =
∞∑
k=0

δ[n− k]

5.2.3 矩形序列 RN [n]

定义：

RN [n] =

1, 0 ≤ n ≤ N − 1

0, 其他

用阶跃表示：

RN [n] = u[n]− u[n−N ]

5.2.4 实指数序列

x[n] = anu[n]

• |a| < 1：衰减序列
• |a| > 1：增长序列
• a > 0：全正/全负（单调）
• a < 0：正负交替（振荡）

5.2.5 复指数序列

x[n] = e(σ+jΩ0)n = eσnejΩ0n

与连续复指数的区别：
一个重要区别：离散复指数在频率上的周期性：

ej(Ω0+2π)n = ejΩ0nej2πn = ejΩ0n
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因为 n 是整数，ej2πn = 1。
所以离散复指数在 Ω0 和 Ω0 + 2π 处完全相同！这意味着离散频率只在 2π 范围内是

唯一的（通常取 [−π, π] 或 [0, 2π]）。
通俗理解：连续频率可以无限高，但离散频率只在 2π 范围内有意义——超过 2π 的”

高频” 和某个 [0, 2π] 内的” 低频” 是相同的。

5.2.6 正弦序列

x[n] = A cos(Ω0n+ ϕ)

重要：正弦序列不一定是周期的！只有当 Ω0/2π 是有理数时，序列才是周期的。

0.7.4 5.3 采样过程：连续到离散的转换

5.3.1 理想采样

采样是通过周期性的脉冲序列实现的：

x[n] = xc(nTs)

其中 Ts 是采样周期，fs = 1/Ts 是采样频率。

5.3.2 采样定理回顾

从前面的内容我们知道（第 3 章）：
• 如果 xc(t) 的最高频率为 fM，必须满足 fs ≥ 2fM

• 否则会产生混叠（Aliasing）

5.3.3 连续频率与离散频率的关系

Ω = ωTs =
2πf

fs

其中 Ω 是离散频率（弧度/样本），ω 是连续频率（弧度/秒）。
重要关系：- 连续频率 ωs = 2π/Ts 对应离散频率 Ω = 2π - 连续频率 ωs/2 = π/Ts

（Nyquist 频率）对应离散频率 Ω = π - 数字滤波器的设计规格通常由连续频率转换得到

0.7.5 5.4 离散 LTI 系统的差分方程描述

5.4.1 差分方程的形式

离散 LTI 系统可以用常系数线性差分方程描述：
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N∑
k=0

aky[n− k] =
M∑
k=0

bkx[n− k]

更常见的形式：

y[n] = −
N∑
k=1

ak
a0

y[n− k] +
M∑
k=0

bk
a0

x[n− k]

通俗理解：当前的输出 y[n] 由过去的输出值和过去的输入值共同决定。

5.4.2 差分方程的阶数

系统的阶数由 N 决定（需要多少个过去输出值）。- 一阶：y[n] + a1y[n − 1] = b0x[n] -
二阶：y[n] + a1y[n− 1] + a2y[n− 2] = b0x[n] + b1x[n− 1]

5.4.3 初始条件

求解差分方程需要初始条件。对于 N 阶差分方程，需要 N 个初始条件：

y[−1], y[−2], · · · , y[−N ]

0.7.6 5.5 差分方程的求解

5.5.1 迭代法

通过递归计算逐点求出输出。适用于计算机实现。

y[n] = b0x[n] + b1x[n− 1]− a1y[n− 1]

已知 y[−1]，可以依次求出 y[0], y[1], y[2], · · ·

例题 1：迭代法求解 系统 y[n]+ 1
2
y[n−1] = x[n]，初始条件 y[−1] = 1，输入 x[n] = u[n]。

解：
先改写为：

y[n] = x[n]− 1

2
y[n− 1]

迭代计算：
• n = 0：y[0] = x[0]− 1

2
y[−1] = 1− 1

2
· 1 = 1

2

• n = 1：y[1] = x[1]− 1
2
y[0] = 1− 1

2
· 1
2
= 3

4

• n = 2：y[2] = x[2]− 1
2
y[1] = 1− 1

2
· 3
4
= 5

8

• n = 3：y[3] = x[3]− 1
2
y[2] = 1− 1

2
· 5
8
= 11

16
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可以看出 y[n] = 2
3
+ 1

3
(−1

2
)n（由后续 Z 变换可以求出闭式解）。

5.5.2 经典解法

与微分方程类似，差分方程的解也分为齐次解和特解。
齐次解：求解特征方程

N∑
k=0

akλ
N−k = 0

特征根与齐次解的对应：

特征根 齐次解形式

单实根 λ Cλn

r 重实根 λ (C0 + C1n+ · · ·+ Cr−1n
r−1)λn

共轭复根 λ = re±jθ rn[A cos(nθ) + B sin(nθ)]

特解：根据输入 x[n] 的形式选择

输入形式 特解形式

常数 A 常数 C

an Can（a 不是特征根）

nm C0 + C1n+ · · ·+ Cmn
m

例题 2：经典法求解 系统 y[n] + 3y[n− 1] + 2y[n− 2] = x[n]，输入 x[n] = 2nu[n]，初
始条件 y[−1] = 0, y[−2] = 0，求 y[n]。
解：
齐次解：特征方程 λ2 + 3λ+ 2 = 0，特征根 λ1 = −1, λ2 = −2

齐次解：yh[n] = C1(−1)n + C2(−2)n

特解：输入为 2n，2 不是特征根，设 yp[n] = K · 2n

代入差分方程：

K · 2n + 3K · 2n−1 + 2K · 2n−2 = 2n

K

(
1 +

3

2
+

2

4

)
= K (1 + 1.5 + 0.5) = 3K = 1

K =
1

3

85



CONTENTS

所以 yp[n] =
1
3
· 2n

完全解：

y[n] = C1(−1)n + C2(−2)n +
1

3
· 2n, n ≥ 0

利用初始条件 y[−1] = 0, y[−2] = 0 确定常数。对于零状态响应，可用 y[0], y[1] 确定：

y[0] = b0x[0] = 1

y[1] = −3y[0] + x[1] = −3 + 2 = −1

代入：

y[0] = C1 + C2 +
1

3
= 1 ⇒ C1 + C2 =

2

3

y[1] = −C1 − 2C2 +
2

3
= −1 ⇒ −C1 − 2C2 = −5

3

解得：C1 = 1，C2 = −1
3

所以：

y[n] = (−1)n − 1

3
(−2)n +

1

3
· 2n, n ≥ 0

0.7.7 5.6 离散卷积和

5.6.1 卷积和的定义

离散卷积和（Convolution Sum）是两个离散序列的运算：

y[n] = x[n] ∗ h[n] =
∞∑

k=−∞

x[k]h[n− k]

5.6.2 卷积和的物理意义

与连续卷积类似：任意离散信号可以分解为脉冲序列的叠加：

x[n] =
∞∑

k=−∞

x[k]δ[n− k]

系统的输出：
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y[n] =
∞∑

k=−∞

x[k]h[n− k]

5.6.3 卷积和的图形计算

步骤与连续卷积类似：

翻转 → 平移 → 相乘 → 求和

翻转：h[k] → h[−k] 平移：h[−k] → h[n− k]（右移 n）相乘：x[k] · h[n− k] 求和：对
所有 k 求和

例题 3：卷积和计算 已知 x[n] = {1, 2, 3}（n = 0, 1, 2），h[n] = {1, 1}（n = 0, 1），求
y[n] = x[n] ∗ h[n]。
解：
直接用定义：

y[n] =
∞∑

k=−∞

x[k]h[n− k] =
2∑

k=0

x[k]h[n− k]

由于 h[n] = δ[n] + δ[n− 1]，也可以利用分配律：

y[n] = x[n] ∗ (δ[n] + δ[n− 1]) = x[n] + x[n− 1]

所以：
• y[0] = x[0] + x[−1] = 1 + 0 = 1

• y[1] = x[1] + x[0] = 2 + 1 = 3

• y[2] = x[2] + x[1] = 3 + 2 = 5

• y[3] = x[3] + x[2] = 0 + 3 = 3

• y[4] = x[4] + x[3] = 0 + 0 = 0

所以 y[n] = {1, 3, 5, 3}（n = 0, 1, 2, 3）。

例题 4：图形法计算卷积和 x[n] =

1, 0 ≤ n ≤ 2

0, 其他
，h[n] =

(
1
2

)n
u[n]，求 y[n] =

x[n] ∗ h[n]。
解：

y[n] =
∞∑

k=−∞

x[k]h[n− k] =
2∑

k=0

(
1

2

)n−k

u[n− k]

u[n− k] 要求 n− k ≥ 0，即 k ≤ n。
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所以求和范围：k 从 0 到 min(2, n)。
情况 1：n < 0，y[n] = 0

情况 2：0 ≤ n ≤ 2

y[n] =
n∑

k=0

(
1

2

)n−k

=

(
1

2

)n n∑
k=0

(
1

2

)−k

=

(
1

2

)n n∑
k=0

2k

=

(
1

2

)n

· 2
n+1 − 1

2− 1
=

(
1

2

)n

· (2n+1 − 1) = 2−
(
1

2

)n

情况 3：n ≥ 2

y[n] =
2∑

k=0

(
1

2

)n−k

=

(
1

2

)n 2∑
k=0

2k =

(
1

2

)n

(1 + 2 + 4) = 7

(
1

2

)n

所以：

y[n] =


0, n < 0

2− (1/2)n, 0 ≤ n ≤ 2

7(1/2)n, n ≥ 2

5.6.4 卷积和的性质

与连续卷积完全类似：
1. 交换律：x[n] ∗ h[n] = h[n] ∗ x[n]
2. 分配律：x[n] ∗ (h1[n] + h2[n]) = x[n] ∗ h1[n] + x[n] ∗ h2[n]

3. 结合律：(x[n] ∗ h1[n]) ∗ h2[n] = x[n] ∗ (h1[n] ∗ h2[n])

4. 与脉冲的卷积：x[n] ∗ δ[n] = x[n]，x[n] ∗ δ[n− n0] = x[n− n0]

0.7.8 5.7 离散系统的冲激响应和阶跃响应

5.7.1 冲激响应 h[n]

定义：系统在零初始条件下，对 δ[n] 的响应。

δ[n] → 系统 → h[n]

与差分方程的关系：当 x[n] = δ[n] 时，差分方程的解就是 h[n]。

例题 5：求冲激响应 系统 y[n] + 1
2
y[n− 1] = x[n]，求冲激响应。

解：
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令 x[n] = δ[n]，y[n] = h[n]，零初始条件 h[−1] = 0。
当 n ≥ 0 时，差分方程为：

h[n] +
1

2
h[n− 1] = 0, n ≥ 1

齐次解形式：h[n] = C
(
−1

2

)n
由 n = 0 的初始条件：h[0] + 1

2
h[−1] = δ[0] = 1，所以 h[0] = 1

代入得 C = 1

所以：

h[n] =

(
−1

2

)n

u[n]

5.7.2 阶跃响应 s[n]

定义：系统在零初始条件下，对 u[n] 的响应。
与冲激响应的关系：

s[n] = h[n] ∗ u[n] =
n∑

k=−∞

h[k]

0.7.9 5.8 离散系统的因果性和稳定性

5.8.1 因果性的时域判据

定理：离散 LTI 系统是因果的，当且仅当 h[n] = 0 对 n < 0。
通俗理解：因果系统的输出不能依赖于未来的输入。

例题 6：判断因果性
(1) h[n] = anu[n] → 因果（n < 0 时为零）
(2) h[n] = anu[n+ 1] → 非因果（n = −1 时非零）
(3) y[n] = x[n] + x[n+ 1] → 非因果（需要未来输入）

5.8.2 稳定性的时域判据

定理：离散 LTI 系统是 BIBO 稳定的，当且仅当冲激响应绝对可和：

∞∑
n=−∞

|h[n]| < ∞
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例题 7：判断稳定性
(1) h[n] =

(
1
2

)n
u[n]：

∞∑
n=0

∣∣∣∣12
∣∣∣∣n =

∞∑
n=0

(
1

2

)n

=
1

1− 1/2
= 2 < ∞ → 稳定

(2) h[n] = 2nu[n]：

∞∑
n=0

2n = ∞ → 不稳定

(3) h[n] = u[n]：

∞∑
n=0

1 = ∞ → 不稳定

0.7.10 5.9 零基础学生常见困惑

Q1: 离散信号 x[n] 和连续信号 x(t) 的根本区别是什么？

A：- x(t) 的 t 是连续实数，x[n] 的 n 是整数 - 所以 x[1.5] 是没有定义的！n 只能是整
数 - 离散信号本质上是一个序列（有序数列），而不是一个” 函数”

Q2: 为什么离散复指数频率只在 2π 范围内唯一？

A：因为对于离散信号：

ej(Ω+2π)n = ejΩn · ej2πn = ejΩn · 1 = ejΩn

所以频率 Ω 和 Ω + 2π 是不可区分的。这就像在数字世界中，“最高频率” 就是 fs/2

（对应 Ω = π）。

Q3: 差分方程和微分方程什么关系？

A：微分方程描述连续系统，差分方程描述离散系统。两者的关系可以通过差分近似导
数来理解：

dy(t)

dt
≈ y[n]− y[n− 1]

Ts

其中 Ts 是采样间隔。所以微分方程在采样后近似为差分方程。如果学过 Z 变换（第
6 章），可以看出两者在变换域中形式非常相似。

Q4: 卷积和的计算有什么技巧？

A：
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1. 有限长序列：可以用” 竖式乘法”（像做乘法一样把对应项对齐相乘相加）
2. 无限长序列：通常用公式推导
3. 利用性质：如果 h[n] 是简单的脉冲组合，用分配律可以大大简化

Q5: 离散系统的因果性和连续系统一样判断吗？

A：基本一样，但有一个重要区别：
连续系统：h(t) = 0, t < 0 离散系统：h[n] = 0, n < 0

都是” 输出不依赖未来输入” 的含义。

0.7.11 5.10 本章小结

核心公式

概念 公式

差分方程
∑

aky[n− k] =
∑

bkx[n− k]

卷积和 y[n] =
∑∞

k=−∞ x[k]h[n− k]

冲激响应 h[n] = T{δ[n]}

阶跃响应 s[n] =
∑n

k=−∞ h[k]

因果性 h[n] = 0, n < 0

稳定性
∑

|h[n]| < ∞

必须掌握的能力

1. 能写出常见离散序列的数学表达式（δ[n], u[n], anu[n]）
2. 能用迭代法求解差分方程
3. 能用经典法求解差分方程
4. 能计算两个序列的卷积和
5. 能求离散系统的冲激响应
6. 能判断离散系统的因果性和稳定性

与后续章节的联系

• 第 6 章（Z 变换）：差分方程的 Z 域求解、离散系统函数
• 第 8 章（离散 Z 域分析）：离散系统的系统函数和频率响应

0.8 第 6 章：Z 变换

91



CONTENTS

0.8.1 本章学习目标

• 理解 Z 变换的定义及其与拉普拉斯变换的关系
• 掌握收敛域 (ROC) 的概念和性质
• 熟记常用序列的 Z 变换对
• 掌握 Z 变换的性质
• 掌握 Z 反变换的方法（部分分式展开法、幂级数展开法）
• 能用 Z 变换求解差分方程
• 理解离散系统函数 H(z) 的概念

0.8.2 6.1 Z 变换的定义

6.1.1 从拉普拉斯变换到 Z 变换

回顾：连续信号的拉普拉斯变换为 X(s) =
∫∞
−∞ x(t)e−stdt。

对于离散信号 x[n]，如果将其视为冲激串：

xs(t) =
∞∑

n=−∞

x[n]δ(t− nTs)

其拉普拉斯变换为：

Xs(s) =
∞∑

n=−∞

x[n]e−nsTs

令 z = esTs，得到 Z 变换：

X(z) = Z{x[n]} =
∞∑

n=−∞

x[n]z−n

通俗理解：Z 变换是离散信号的” 拉普拉斯变换”。就像拉普拉斯变换将连续微分方
程变成代数方程一样，Z 变换将离散差分方程变成代数方程。

6.1.2 单边和双边 Z 变换

双边 Z 变换：

X(z) =
∞∑

n=−∞

x[n]z−n

单边 Z 变换（本课程主要使用）：
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X(z) =
∞∑
n=0

x[n]z−n

6.1.3 Z 变换与拉普拉斯变换的关系

z = esTs

其中 Ts 是采样周期。
关系图解：

s平面 (s = � + j�) z平面 (z = re^{jΩ})
� �
� 左半平面 ←��→ 单位圆内 �
� 右半平面 ←��→ 单位圆外 �
� 虚轴 ←��→ 单位圆上 �
� s = 0 ←��→ z = 1 �
� s = j�_s/2 ←��→ z = -1 �

通俗理解：s 平面的左半平面映射到 z 平面的单位圆内，s 平面的虚轴映射到 z 平面
的单位圆上。这个映射关系解释了为什么连续系统的稳定性判别（极点左半平面）对应
离散系统的稳定性判别（极点在单位圆内）。

0.8.3 6.2 收敛域 (ROC)

6.2.1 ROC 的定义

Z 变换的收敛域是使级数
∑

x[n]z−n 收敛的 z 值的集合。
收敛条件：

∞∑
n=−∞

|x[n]||z|−n < ∞

6.2.2 ROC 的图形表示

ROC 在 z 平面上表示（z 平面：横轴为 ℜ{z}，纵轴为 ℑ{z}）：

Im
↑
� ROC用阴影区域表示（通常为圆外或圆环）)

�������������→ Re
�
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6.2.3 ROC 的性质

1. ROC 是 z 平面上的一个环形区域（或圆外/圆内区域）
2. ROC 内不含任何极点
3. 如果 x[n] 是右边序列（n < N0 时 x[n] = 0），ROC 在最大极点模值的外侧
4. 如果 x[n] 是左边序列（n > N0 时 x[n] = 0），ROC 在最小极点模值的内侧
5. 如果 x[n] 是双边序列，ROC 是一个环形区域
6. 如果 x[n] 是有限长序列，ROC 是整个 z 平面（可能不包括 0 或 ∞）

6.2.4 常见序列的 ROC

序列 Z 变换 ROC

δ[n] 1 全部 z

δ[n− k], k > 0 z−k z ̸= 0

δ[n+ k], k > 0 zk z ̸= ∞

u[n] 1
1−z−1 vertzvert > 1

−u[−n− 1] 1
1−z−1 vertzvert < 1

anu[n] 1
1−az−1 vertzvert > vertavert

−anu[−n− 1] 1
1−az−1 vertzvert < vertavert

nanu[n] az−1

(1−az−1)2
vertzvert > vertavert

rn cos(Ω0n)u[n]
1−r cos(Ω0)z−1

1−2r cos(Ω0)z−1+r2z−2 vertzvert > vertrvert

rn sin(Ω0n)u[n]
r sin(Ω0)z−1

1−2r cos(Ω0)z−1+r2z−2 vertzvert > vertrvert

重要：和拉普拉斯变换一样，相同的 X(z) 表达式，不同的 ROC 对应不同的序列！

例题 1：确定 ROC 求序列 x[n] = (2)nu[n] +
(
−1

3

)n
u[n] 的 Z 变换和 ROC。

解：

X(z) =
1

1− 2z−1
+

1

1 + 1
3
z−1

, |z| > 2

第一个分式的 ROC 是 |z| > 2，第二个分式的 ROC 是 |z| > 1/3，取交集得 |z| > 2。

0.8.4 6.3 常用序列的 Z 变换对

6.3.1 基本序列

94



信号与系统学习笔记

时域 x[n] Z 域 X(z) ROC

δ[n] 1 全部 z

δ[n− k] z−k z ̸= 0

u[n] 1
1−z−1 |zvert > 1

−u[−n− 1] 1
1−z−1 |zvert < 1

6.3.2 指数序列

时域 x[n] Z 域 X(z) ROC

anu[n] 1
1−az−1 |zvert >

|avert

−anu[−n− 1] 1
1−az−1 |zvert <

|avert

nanu[n] az−1

(1−az−1)2
|zvert >
|avert

n2anu[n] az−1(1+az−1)
(1−az−1)3

|zvert >
|avert

6.3.3 正余弦序列

时域 x[n] Z 域 X(z) ROC

cos(Ω0n)u[n]
1−cos(Ω0)z−1

1−2 cos(Ω0)z−1+z−2 |zvert > 1

sin(Ω0n)u[n]
sin(Ω0)z−1

1−2 cos(Ω0)z−1+z−2 |zvert > 1

0.8.5 6.4 Z 变换的性质

6.4.1 线性性质

Z{ax1[n] + bx2[n]} = aX1(z) + bX2(z)

ROC：两个 ROC 的交集（可能扩大）。

95



CONTENTS

6.4.2 时移性质（非常重要）

对于单边 Z 变换：

Z{x[n− k]} = z−kX(z) +
k−1∑
m=0

x[m− k]z−m

对于右边序列（x[n] = 0, n < 0）：

Z{x[n− k]} = z−kX(z)

Z{x[n+ k]} = zkX(z)−
k−1∑
m=0

x[m]zk−m

通俗理解：时移对应 z 域乘以 z−k（延时）或 zk（超前）。与拉普拉斯变换的 e−st0

相对应。

6.4.3 z 域尺度变换

Z{anx[n]} = X
(z
a

)
通俗理解：时域乘以 an，相当于 z 域中缩放 z 变量。

例题 2：利用 z 域尺度变换 已知 Z{u[n]} = 1
1−z−1，|z| > 1，求 Z{anu[n]}。

解：

Z{anu[n]} =
1

1− (z/a)−1
=

1

1− az−1
, |z| > |a|

6.4.4 卷积性质

Z{x[n] ∗ h[n]} = X(z)H(z)

这是 Z 变换最重要的性质！时域卷积变为 z 域乘法。

6.4.5 初值定理

如果 x[n] = 0 对于 n < 0，则：

x[0] = lim
z→∞

X(z)

6.4.6 终值定理

如果 x[n] 的极限存在（即系统稳定），则：
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lim
n→∞

x[n] = lim
z→1

(1− z−1)X(z)

使用条件：(1− z−1)X(z) 的极点都在单位圆内。

0.8.6 6.5 Z 反变换

6.5.1 部分分式展开法

与拉普拉斯反变换类似，将 X(z) 展开为简单项的和，然后查表。
基本思路：

1. 先将 X(z) 写成 z−1 的有理函数形式
2. 对 X(z)/z（或 X(z)）做部分分式展开
3. 乘以 z 得到 X(z) 的展开式
4. 逐项查表反变换

例题 3：部分分式展开法 求 X(z) = 1
(1−z−1)(1−0.5z−1)

，|z| > 1 的反变换。
解：
先写成 z 的有理函数形式。令 X(z) = z2

(z−1)(z−0.5)
。

对 X(z)/z 做部分分式展开：

X(z)

z
=

z

(z − 1)(z − 0.5)
=

A

z − 1
+

B

z − 0.5

A =
z

z − 0.5

∣∣∣
z=1

=
1

0.5
= 2

B =
z

z − 1

∣∣∣
z=0.5

=
0.5

−0.5
= −1

所以：

X(z)

z
=

2

z − 1
− 1

z − 0.5

X(z) =
2z

z − 1
− z

z − 0.5
=

2

1− z−1
− 1

1− 0.5z−1

因为 ROC 是 |z| > 1，对应右边（因果）序列：

x[n] = (2− (0.5)n)u[n]

97



CONTENTS

例题 4：含多重极点 求 X(z) = z−1

(1−z−1)2
，|z| > 1 的反变换。

解：

X(z) =
z−1

(1− z−1)2

已知 Z{nu[n]} = z−1

(1−z−1)2
，|z| > 1

所以：

x[n] = nu[n]

6.5.2 幂级数展开法（长除法）

将 X(z) 展开为 z−1 的幂级数，系数就是 x[n]。

X(z) =
∞∑
n=0

x[n]z−n = x[0] + x[1]z−1 + x[2]z−2 + · · ·

方法：对 X(z) 进行长除，z−1 的系数就是 x[n]。

例题 5：长除法 求 X(z) = 1
1−0.5z−1，|z| > 0.5 的反变换。

解：
做长除：

1 + 0.5z^{-1} + 0.25z^{-2} + ...
��������������������������

1-0.5z^{-1} ) 1
1 - 0.5z^{-1}
������������

0.5z^{-1}
0.5z^{-1} - 0.25z^{-2}
���������������������

0.25z^{-2}
...

所以 x[n] = {1, 0.5, 0.25, 0.125, · · · } = (0.5)nu[n]

适用于：- 需要前几项的值 - 不适合求闭式表达式

0.8.7 6.6 用 Z 变换求解差分方程

6.6.1 求解步骤

1. 对差分方程两边取 Z 变换（利用时移性质包含初始条件）
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2. 解代数方程得到 Y (z)

3. 对 Y (z) 进行部分分式展开
4. 取 Z 反变换得到 y[n]

例题 6：用 Z 变换求解差分方程 系统 y[n] + 3y[n − 1] + 2y[n − 2] = x[n]，初始条件
y[−1] = 0，y[−2] = 0，输入 x[n] = 2nu[n]，求 y[n]。
解：
第一步：取 Z 变换
注意 y[−1] = y[−2] = 0（零状态），且 x[n]是因果序列，右边序列的时移只乘以 z−k。

Y (z) + 3z−1Y (z) + 2z−2Y (z) = X(z)

(1 + 3z−1 + 2z−2)Y (z) = X(z)

第二步：代入 X(z)

X(z) = Z{2nu[n]} =
1

1− 2z−1

所以：

Y (z) =
1

(1 + 3z−1 + 2z−2)(1− 2z−1)
=

1

(1 + z−1)(1 + 2z−1)(1− 2z−1)

第三步：部分分式展开
写成 z 的形式：Y (z) = z3

(z+1)(z+2)(z−2)

对 Y (z)/z 展开：

Y (z)

z
=

z2

(z + 1)(z + 2)(z − 2)
=

A

z + 1
+

B

z + 2
+

C

z − 2

A =
z2

(z + 2)(z − 2)

∣∣∣
z=−1

=
1

(1)(−3)
= −1

3

B =
z2

(z + 1)(z − 2)

∣∣∣
z=−2

=
4

(−1)(−4)
= 1

C =
z2

(z + 1)(z + 2)

∣∣∣
z=2

=
4

(3)(4)
=

1

3

所以：

Y (z)

z
= − 1/3

z + 1
+

1

z + 2
+

1/3

z − 2
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Y (z) = −1

3
· z

z + 1
+

z

z + 2
+

1

3
· z

z − 2

= −1

3
· 1

1 + z−1
+

1

1 + 2z−1
+

1

3
· 1

1− 2z−1

第四步：反变换
因为系统因果（ROC 在最大极点外侧，|z| > 2）：

y[n] =

[
−1

3
(−1)n + (−2)n +

1

3
· 2n
]
u[n]

验证：与第 5 章例题 2 的经典解法结果一致！

6.6.2 含初始条件的 Z 变换求解

当初始条件 y[−1], y[−2] 非零时，需要使用包含初始条件的时移性质：

Z{y[n− 1]} = z−1Y (z) + y[−1]

Z{y[n− 2]} = z−2Y (z) + y[−2] + y[−1]z−1

例题 7：含初始条件 系统 y[n]− 1
2
y[n−1] = x[n]，初始条件 y[−1] = 1，输入 x[n] = u[n]，

求 y[n]。
解：
取 Z 变换：

Y (z)− 1

2
[z−1Y (z) + y[−1]] = X(z)

Y (z)− 1

2
z−1Y (z)− 1

2
=

1

1− z−1

Y (z)

(
1− 1

2
z−1

)
=

1

1− z−1
+

1

2

Y (z) =
1

1−z−1 +
1
2

1− 1
2
z−1

=

2+(1−z−1)
2(1−z−1)

1− 1
2
z−1

=
3− z−1

2(1− z−1)(1− 0.5z−1)

展开：

Y (z) =
3− z−1

2(1− z−1)(1− 0.5z−1)

令 w = z−1：
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Y (z) =
3− w

2(1− w)(1− 0.5w)
=

A

1− w
+

B

1− 0.5w

A =
3− w

2(1− 0.5w)

∣∣∣
w=1

=
2

2 · 0.5
= 2

B =
3− w

2(1− w)

∣∣∣
w=2

=
1

2 · (−1)
= −1

2

所以：

Y (z) =
2

1− z−1
− 1/2

1− 0.5z−1

反变换（因果）：

y[n] =

(
2− 1

2
(0.5)n

)
u[n] = (2− (0.5)n+1)u[n]

0.8.8 6.7 离散系统的系统函数 H(z)

6.7.1 系统函数的定义

对于离散 LTI 系统，系统函数定义为：

H(z) =
Y (z)

X(z)

在零初始条件下。

6.7.2 系统函数与冲激响应的关系

H(z) = Z{h[n]}

h[n] = Z−1{H(z)}

6.7.3 从差分方程求系统函数

给定差分方程
∑

aky[n− k] =
∑

bkx[n− k]，取 Z 变换（零初始条件）：

(∑
akz

−k
)
Y (z) =

(∑
bkz

−k
)
X(z)

所以：
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H(z) =
Y (z)

X(z)
=

∑M
k=0 bkz

−k∑N
k=0 akz

−k

例题 8：从差分方程求系统函数 系统 y[n] + 1
2
y[n− 1] = x[n] + 2x[n− 1]，求 H(z) 和

h[n]。
解：
零初始条件取 Z 变换：

Y (z) +
1

2
z−1Y (z) = X(z) + 2z−1X(z)

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1 + 2z−1

1 + 1
2
z−1

=
z + 2

z + 0.5

将 H(z)/z 展开：

H(z)

z
=

z + 2

z(z + 0.5)
=

A

z
+

B

z + 0.5

A =
z + 2

z + 0.5

∣∣∣
z=0

=
2

0.5
= 4

B =
z + 2

z

∣∣∣
z=−0.5

=
1.5

−0.5
= −3

所以：

H(z)

z
=

4

z
− 3

z + 0.5

H(z) = 4− 3z

z + 0.5
= 4− 3

1 + 0.5z−1

反变换：

h[n] = 4δ[n]− 3(−0.5)nu[n]

0.8.9 6.8 零极点分析与稳定性

6.8.1 零点和极点

H(z) =
N(z)

D(z)
= K

∏
(z − zi)∏
(z − pi)

零点 zi：N(z) = 0 的根 极点 pi：D(z) = 0 的根
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6.8.2 稳定性判据

因果离散 LTI 系统稳定的充要条件：H(z) 的所有极点都在单位圆内。

|pi| < 1, ∀i ⇐⇒ 系统稳定

通俗理解：- 极点在单位圆内 → 冲激响应指数衰减 → 系统稳定 - 极点在单位圆外
→ 冲激响应指数增长 → 系统不稳定 - 极点在单位圆上 → 冲激响应等幅振荡 → 临界
稳定

例题 9：离散系统稳定性 判断以下系统函数的稳定性（假设因果）：
(1) H(z) = 1

(1−0.5z−1)(1+0.2z−1)

极点：z = 0.5，z = −0.2，都在单位圆内 → 稳定
(2) H(z) = 1

1−2z−1

极点：z = 2，在单位圆外 → 不稳定
(3) H(z) = 1

1+z−2

极点：z = ±j，|z| = 1，在单位圆上 → 临界稳定

6.8.3 极点位置与冲激响应的关系

z平面 时域波形 h[n]
�
� 圆内（|z|<1） → 衰减（稳定）
� 圆上（|z|=1） → 等幅（临界稳定）
� 圆外（|z|>1） → 增长（不稳定）
�
� 正实轴 → 单调指数
� 负实轴 → 交替振荡
� 共轭 → 正弦振荡

0.8.10 6.9 零基础学生常见困惑

Q1: z 到底是什么？和 s 有什么关系？

A：z 是复变量，与拉普拉斯变换的 s 通过 z = esTs 联系。
这个映射的直观理解：- s = 0（直流）→ z = 1 - s = jωs/2（Nyquist 频率）→

z = ejπ = −1 - s 的左半平面 → z 的单位圆内 - s 的虚轴 → z 的单位圆

Q2: 为什么 Z 变换的 ROC 总是圆/环状？

A：因为收敛条件取决于 |z|，而不是 z 的角度：
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∑
|x[n]||z|−n < ∞

|z| 是极径，所以收敛区域在极坐标下是圆形/环形。

Q3: 部分分式展开时，为什么有时对 X(z) 展开，有时对 X(z)/z 展开？

A：两种做法都可以，区别在于：
• 对 X(z)/z 展开：因为 X(z) 的标准形式 z

z−p
更容易从 1

z−p
得到

• 对 X(z) 直接展开：如果 X(z) 写成 z−1 的多项式，可以直接展开
建议：用 X(z)/z 展开法，可以避免出错。

Q4: 长除法什么时候用？

A：长除法适用于：- 只需要前几项 x[n] 的值（而不是闭式解）- 验证部分分式展开的
结果 - 编程实现
缺点是通常得不到闭式表达式。

Q5: 用 Z 变换求解差分方程，和经典法比有什么优势？

A：Z 变换的优势：1. 自动处理初始条件（无需分零输入/零状态）2. 全部是代数运算
3. 可以用系统函数 H(z) 统一分析
就像拉普拉斯变换求解微分方程一样，Z 变换使得求解过程系统化、程序化。

Q6: 离散系统稳定性和连续系统稳定性有什么不同？

A：

连续系统 离散系统

稳定区域 左半 s 平面 单位圆内

判据 ℜ{pi} < 0 vertpivert < 1

临界稳定 虚轴上 单位圆上

这个差异来自 z = esTs 映射——s 平面的左半平面映射到 z 平面的单位圆内。

0.8.11 6.10 本章小结

核心公式
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概念 公式

Z 变换定义 X(z) =
∑∞

n=0 x[n]z
−n

时移性质 Z{x[n− k]} = z−kX(z)（右边序列）

z 域尺度 Z{anx[n]} = X(z/a)

卷积性质 Z{x[n] ∗ h[n]} = X(z)H(z)

初值定理 x[0] = limz→∞ X(z)

终值定理 limn→∞ x[n] = limz→1(1− z−1)X(z)

系统函数 H(z) = Y (z)/X(z) = Z{h[n]}

稳定性 所有极点 vertpivert < 1

必须掌握的能力

1. 能求基本序列的 Z 变换
2. 能用部分分式展开法求 Z 反变换
3. 能用 Z 变换求解差分方程（含/不含初始条件）
4. 能求离散系统的系统函数 H(z) 和冲激响应 h[n]

5. 能通过极点位置判断离散系统的稳定性

Z 变换求解差分方程流程

差分方程 + 初始条件
↓ (取Z变换)

z域代数方程
↓ (解代数方程)

Y(z)
↓ (部分分式展开)

简单项之和

↓ (反变换查表)
y[n]

与后续章节的联系

• 第 7 章（系统函数）：H(z) 的进一步分析
• 第 8 章（离散 Z 域分析）：离散系统的完整 Z 域分析

0.9 第 7 章：系统函数与状态变量
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0.9.1 本章学习目标

• 理解连续和离散系统的系统函数
• 掌握零极点图的绘制和分析
• 掌握系统稳定性与零极点的关系
• 理解状态变量描述方法
• 掌握状态方程和输出方程的建立
• 理解状态转移矩阵的概念
• 掌握可控性和可观性的基本概念

0.9.2 7.1 连续系统的系统函数回顾

7.1.1 系统函数的定义

对于连续 LTI 系统，系统函数（传递函数）定义为：

H(s) =
Y (s)

X(s)
= L{h(t)}

物理意义：H(s) 描述了系统如何对复指数信号 est 进行变换。

7.1.2 系统函数的一般形式

H(s) =
bMsM + bM−1s

M−1 + · · ·+ b0
sN + aN−1sN−1 + · · ·+ a0

零点：分子多项式 N(s) = 0 的根 极点：分母多项式 D(s) = 0 的根

7.1.3 从系统函数到频率响应

对于稳定系统，频率响应等于 s = jω 时的系统函数：

H(jω) = H(s)
∣∣
s=jω

0.9.3 7.2 离散系统的系统函数回顾

7.2.1 系统函数的定义

对于离散 LTI 系统：

H(z) =
Y (z)

X(z)
= Z{h[n]}
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7.2.2 一般形式

H(z) =

∑M
k=0 bkz

−k∑N
k=0 akz

−k

零点：分子多项式 N(z) = 0 的根 极点：分母多项式 D(z) = 0 的根

0.9.4 7.3 零极点分析

7.3.1 零极点图

零极点图是在复平面上标记零点和极点的位置：
• H(s) 用 s 平面：横轴 ℜ{s}，纵轴 ℑ{s}
• H(z) 用 z 平面：横轴 ℜ{z}，纵轴 ℑ{z}
• “o” 表示零点，“x” 表示极点
连续系统零极点图示例：

Im
↑

x � o
-2 � -1
�������������→ Re

�

H(s) = s+1
(s+2)(s+3)

，零点在 s = −1，极点在 s = −2,−3

离散系统零极点图示例：

Im
↑

x �
0.5 �
�������������→ Re

�

H(z) = 1
1−0.5z−1，极点在 z = 0.5

7.3.2 从零极点图估计频率响应

连续系统：

H(jω) = K

∏M
i=1(jω − zi)∏N
i=1(jω − pi)
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|H(jω)| = K

∏M
i=1 |jω − zi|∏N
i=1 |jω − pi|

∠H(jω) =
M∑
i=1

∠(jω − zi)−
N∑
i=1

∠(jω − pi)

几何解释：jω 轴上的点与各零点/极点连线的长度决定了幅度，角度决定了相位。
通俗理解：- |jω− pi|：从极点 pi 到虚轴上点 jω 的向量长度 - 当 ω 靠近某个极点对

应的虚轴位置时，分母变小，|H| 变大（谐振峰）- 当 ω 靠近某个零点对应的虚轴位置
时，分子变小，|H| 变小（凹陷）

例题 1：从零极点估计频率响应 系统函数 H(s) = s+1
(s+2)2+9

，极点 s = −2 ± j3，零点
s = −1。
分析：

• 极点位于 s = −2± j3，实部为负 → 系统稳定
• 极点虚部为 ±3 → 在 ω ≈ 3 附近有谐振峰
• 由于极点离虚轴较远（ℜ{p} = −2），谐振峰较宽、较平坦

例题 2：离散系统频率响应 系统函数 H(z) = 1
1−0.9z−1（一阶低通），求频率响应。

解：
频率响应：H(ejΩ) = 1

1−0.9e−jΩ

幅度响应：

|H(ejΩ)| = 1

|1− 0.9e−jΩ|
=

1√
1.81− 1.8 cos(Ω)

• Ω = 0（直流）：|H(ej0)| = 1
0.1

= 10

• Ω = π（最高频）：|H(ejπ)| = 1
1.9

≈ 0.53

这是一个低通滤波器——直流放大、高频衰减。

7.3.3 零极点对系统特性的影响总结

连续系统

极点位置 时域响应 h(t) 稳定性

负实轴 eσt 衰减 稳定

共轭左半平面 eσt sin(ωt) 衰减振荡 稳定

原点 阶跃（常数） 临界稳定

虚轴（非原点） sin(ωt) 等幅振荡 临界稳定
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极点位置 时域响应 h(t) 稳定性

右半平面 增长 不稳定

离散系统

极点位置 时域响应 h[n] 稳定性

单位圆内正实轴 an 衰减 稳定

单位圆内负实轴 (−a)n 交替衰减 稳定

单位圆内共轭 rn sin(nΩ) 衰减振荡 稳定

单位圆上 sin(nΩ) 等幅振荡 临界稳定

单位圆外 增长 不稳定

0.9.5 7.4 系统稳定性与零极点的关系

7.4.1 连续系统稳定性判据

因果连续 LTI 系统稳定的充要条件：所有极点都在 s 平面的左半平面。

ℜ{pi} < 0, ∀i

等价说法：1. 系统的冲激响应 h(t) 绝对可积：
∫∞
0

|h(t)|dt < ∞ 2. 系统函数 H(s) 的
所有极点 ℜ{pi} < 0 3. 系统的频率响应 H(jω) 存在（对任意 ω 有限）

7.4.2 离散系统稳定性判据

因果离散 LTI 系统稳定的充要条件：所有极点都在 z 平面的单位圆内。

|pi| < 1, ∀i

等价说法：1. 冲激响应 h[n] 绝对可和：
∑∞

n=0 |h[n]| < ∞ 2. 系统函数 H(z) 的所有
极点 |pi| < 1 3. 系统的频率响应 H(ejΩ) 存在

7.4.3 劳斯-赫尔维茨稳定性判据

对于高阶连续系统，不需要求出极点，可以通过劳斯-赫尔维茨判据判断稳定性。
方法：1. 写出特征多项式 D(s) = aNs

N + aN−1s
N−1 + · · · + a0 2. 构造劳斯阵列

（Routh array）3. 检查第一列元素的符号变化
判据：如果劳斯阵列第一列元素全部为正（或全部为负），则系统稳定。第一列符号

变化次数等于右半平面极点数。
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例题 3：劳斯判据 判断特征多项式 D(s) = s4 + 2s3 + 3s2 + 4s+ 5 对应系统的稳定性。
解：
构造劳斯阵列：

s^4: 1 3 5
s^3: 2 4 0
s^2: (2×3-1×4)/2 = 1 (2×5-1×0)/2 = 5
s^1: (1×4-2×5)/1 = -6
s^0: (-6×5-1×0)/(-6) = 5

第一列：1, 2, 1,−6, 5，有符号变化（1 → −6 和 −6 → 5），所以系统不稳定，有 2 个
右半平面极点。

7.4.4 Jury 稳定性判据（离散系统）

用于判断离散系统的特征多项式 D(z) 的根是否都在单位圆内。
必要条件：1. D(1) > 0 2. (−1)ND(−1) > 0 3. |a0| < aN

对于低阶系统，可以直接求解根或使用这些条件。

0.9.6 7.5 状态变量描述

7.5.1 为什么需要状态变量？

前面的分析方法（微分方程、系统函数）都是输入-输出描述，只关心系统的外部特性。
但这种方式：

1. 只能描述系统的输入输出关系，不能了解系统内部
2. 不能处理多输入多输出 (MIMO) 系统
3. 不能处理初始条件的影响（被包含在系统函数之外）
状态变量描述则通过一组内部变量（状态变量）完整描述系统的行为。

7.5.2 状态的定义

状态：系统在任意时刻 t0 的状态是能够与输入一起唯一确定系统未来行为的最小信息
集。
通俗理解：状态就是系统在某一时刻的” 记忆”——知道状态和输入，就能算出未来

的输出。

7.5.3 状态方程和输出方程

状态变量描述由两个方程组成：
状态方程（描述状态如何随时间变化）：
连续系统：
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ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

离散系统：

x[n+ 1] = Ax[n] + Bu[n]

输出方程（描述输出与状态和输入的关系）：

y(t) = Cx(t) + Du(t)

其中：- x(t)：状态向量（N × 1）- u(t)：输入向量（P × 1）- y(t)：输出向量（Q× 1）
- A：系统矩阵（N ×N）- B：输入矩阵（N × P）- C：输出矩阵（Q×N）- D：直接
传输矩阵（Q× P）

7.5.4 状态变量的选择

状态变量通常选择系统中储能元件的物理量：

系统类型 状态变量

电路 电容电压、电感电流

机械系统 位置、速度

热系统 温度

对于微分方程描述的 SISO（单输入单输出）系统，状态变量通常选择输出及其各阶
导数。

例题 4：建立状态方程 系统由微分方程 y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t) = x(t) 描述，建立状态
方程。
解：
选择状态变量：

x1(t) = y(t), x2(t) = y′(t)

则：

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = y′′(t) = −3y′(t)− 2y(t) + x(t) = −3x2(t)− 2x1(t) + x(t)

写成矩阵形式：
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ẋ1

ẋ2

 =

 0 1

−2 −3

x1

x2

+

0
1

 x(t)

输出方程：

y(t) =
[
1 0

]x1

x2

+ [0]x(t)

所以：

A =

 0 1

−2 −3

 , B =

0
1

 , C =
[
1 0

]
, D = [0]

例题 5：含输入导数的状态方程 系统 y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t) = x′(t) + 2x(t)，建立状态
方程。
解：
当方程右边有输入导数时，不能简单选择 y 及其导数为状态变量。需要使用相变量

法。
令状态变量：

x1 = y − β0u

x2 = ẋ1 − β1u = ẏ − β0u̇− β1u

其中 β 系数由以下关系确定：
对于 y′′ + a1y

′ + a0y = b1u
′ + b0u：

β0 = b0 − a0β0 ???

更标准的方法：
系统函数：H(s) = s+2

s2+3s+2

令中间变量 w(t) 满足 w′′ + 3w′ + 2w = x(t)，则 y(t) = w′(t) + 2w(t)。
选择状态变量：

x1 = w, x2 = w′

则：

ẋ1 = x2
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ẋ2 = w′′ = −3w′ − 2w + x = −3x2 − 2x1 + x

y = x2 + 2x1

矩阵形式： ẋ1

ẋ2

 =

 0 1

−2 −3

x1

x2

+

0
1

 x

y =
[
2 1

]x1

x2

+ [0]x

0.9.7 7.6 状态转移矩阵

7.6.1 状态转移矩阵的定义

对于连续系统 ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)，状态转移矩阵定义为：

Φ(t) = eAt

其中 eAt 是矩阵指数。

7.6.2 状态转移矩阵的物理意义

Φ(t) 将初始状态 x(0) 转移到 t 时刻的状态（零输入时）：

x(t) = Φ(t)x(0)

通俗理解：状态转移矩阵描述了” 如果没有外部输入，系统状态如何从初始状态演
变”。

7.6.3 状态转移矩阵的计算方法

方法 1：拉普拉斯变换法

Φ(t) = eAt = L−1{(sI − A)−1}

方法 2：幂级数法

eAt = I + At+
A2t2

2!
+

A3t3

3!
+ · · ·
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例题 6：求状态转移矩阵 已知 A =

 0 1

−2 −3

，求状态转移矩阵 Φ(t)。

解：

计算 (sI − A)：

sI − A =

s 0

0 s

−

 0 1

−2 −3

 =

s −1

2 s+ 3


求逆：

(sI − A)−1 =
1

s(s+ 3) + 2

s+ 3 1

−2 s

 =
1

(s+ 1)(s+ 2)

s+ 3 1

−2 s


部分分式展开：

1

(s+ 1)(s+ 2)
=

1

s+ 1
− 1

s+ 2

所以：

(sI − A)−1 =

 s+3
(s+1)(s+2)

1
(s+1)(s+2)

−2
(s+1)(s+2)

s
(s+1)(s+2)


逐项部分分式：

s+ 3

(s+ 1)(s+ 2)
=

2

s+ 1
− 1

s+ 2

1

(s+ 1)(s+ 2)
=

1

s+ 1
− 1

s+ 2

−2

(s+ 1)(s+ 2)
= − 2

s+ 1
+

2

s+ 2

s

(s+ 1)(s+ 2)
= − 1

s+ 1
+

2

s+ 2

反变换：

Φ(t) =

 2e−t − e−2t e−t − e−2t

−2e−t + 2e−2t −e−t + 2e−2t


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验证：Φ(0) =

 2− 1 1− 1

−2 + 2 −1 + 2

 =

1 0

0 1

 = I �

7.6.4 状态方程的解

连续系统：

x(t) = eAtx(0) +
∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ

零输入分量 + 零状态分量

离散系统：

x[n] = Anx[0] +
n−1∑
k=0

An−1−kBu[k]

0.9.8 7.7 可控性和可观性

7.7.1 可控性 (Controllability)

定义：如果存在一个无约束的输入 u(t)，能在有限时间内将系统从任意初始状态转移到
任意期望状态，则系统是可控的。

通俗理解：能否通过控制输入让系统状态变成我们想要的任何值？

可控性判据：N 阶系统可控的充要条件是可控性矩阵满秩。

C =
[
B AB A2B · · · AN−1B

]

rank(C) = N

7.7.2 可观性 (Observability)

定义：如果能够通过有限时间内的输出 y(t) 唯一确定系统的初始状态，则系统是可观
的。

通俗理解：能否通过观察输出来知道系统内部的状态？

可观性判据：N 阶系统可观的充要条件是可观性矩阵满秩。
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O =



C

CA

CA2

...

CAN−1


rank(O) = N

例题 7：可控性和可观性判断 系统：A =

 0 1

−2 −3

，B =

0
1

，C =
[
1 0

]
。

可控性：

C =
[
B AB

]
=

0 1

1 −3


det(C) = 0 · (−3)− 1 · 1 = −1 ̸= 0，所以 rank(C) = 2 = N，系统可控。
可观性：

O =

 C

CA

 =

1 0

0 1


det(O) = 1 ̸= 0，所以 rank(O) = 2 = N，系统可观。

例题 8：不可控系统 A =

0 1

0 0

，B =

0
0

（无输入），显然不可控。
更微妙的例子：A =

1 0

0 2

，B =

1
0


C =

[
B AB

]
=

1 1

0 0


rank(C) = 1 < 2，所以系统不可控。原因：输入只能影响第一个状态变量，无法控

制第二个状态变量。

0.9.9 7.8 系统函数与状态方程的关系
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7.8.1 从状态方程求系统函数

对状态方程和输出方程取拉普拉斯变换（零初始条件）：

sX(s) = AX(s) + BU(s)

Y (s) = CX(s) + DU(s)

从第一式解出 X(s)：

(sI − A)X(s) = BU(s) ⇒ X(s) = (sI − A)−1BU(s)

代入输出方程：

Y (s) = C(sI − A)−1BU(s) + DU(s)

所以：

H(s) =
Y (s)

U(s)
= C(sI − A)−1B + D

7.8.2 极点和特征值的关系

从系统函数的表达式可以看出：

H(s) =
C · adj(sI − A) · B

det(sI − A)
+ D

系统的极点 = A 矩阵的特征值（可能有零极点相消）。
证明：- 系统的极点是 D(s) = det(sI − A) = 0 的根 - det(sI − A) = 0 正是 A 的特

征方程 - 所以极点就是 A 的特征值

0.9.10 7.9 零基础学生常见困惑

Q1: 状态变量和输出有什么区别？

A：- 状态变量：描述系统内部的状态（“记忆”），可以有很多个 - 输出：你可以观测到
的量，通常少于状态变量
比如一个 RLC 电路：电容电压和电感电流是状态变量（无法直接测量但描述系统内

部），而总电压是输出（可以直接测量）。

Q2: 为什么系统函数有时不能完全描述系统？

A：当系统有零极点相消时，系统函数失去了一些信息。例如：
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H(s) =
(s+ 1)

(s+ 1)(s+ 2)
=

1

s+ 2

从输入输出看，似乎是一阶系统，但实际上内部可能包含二阶的动态特性（被消去
的极点对应不可控或不可观的模式）。状态变量法可以完整描述这种情况。

Q3: 可控性和可观性有什么实际意义？

A：

概念 实际意义 例子

可控 我能控制系统的所有部分 所有扬声器音量都能调

不可控 有些部分不受控制 某个喇叭坏了，调不了音量

可观 我能知道系统内部状态 能从仪表盘知道引擎状态

不可观 不知道内部发生了什么 仪表盘坏了，不知引擎状态

Q4: 矩阵指数怎么算？

A：常用三种方法：1. 拉普拉斯变换：Φ(t) = L−1{(sI−A)−1} 2. 对角化：如果 A = P�P−1，
则 eAt = Pe�tP−1 3. 凯莱-哈密顿定理：用有限项幂级数计算

Q5: 状态转移矩阵有什么性质？

A：1. Φ(0) = I 2. Φ(t2 − t0) = Φ(t2 − t1)Φ(t1 − t0)（半群性质）3. Φ−1(t) = Φ(−t)（可
逆性）4. d

dt
Φ(t) = AΦ(t) = Φ(t)A

0.9.11 7.10 本章小结

核心公式

概念 公式

连续状态方程 ẋ = Ax + Bu

输出方程 y = Cx + Du

离散状态方程 x[n+ 1] = Ax[n] + Bu[n]

状态转移矩阵 Φ(t) = eAt = L−1{(sI − A)−1}

状态方程的解 x(t) = Φ(t)x(0) +
∫
Φ(t− τ)Budτ

可控性矩阵 C =
[
B AB · · · AN−1B

]
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概念 公式

可观性矩阵 O =
[
C CA · · · CAN−1

]T
系统函数 H(s) = C(sI − A)−1B + D

必须掌握的能力

1. 能画系统的零极点图
2. 能从零极点图估计频率响应
3. 能判断系统的稳定性
4. 能建立简单系统的状态方程
5. 能计算状态转移矩阵
6. 能判断系统的可控性和可观性

本章内容在课程中的位置

本章将之前学习的系统函数分析提升到了状态空间的高度——从关注输入输出关系到
关注系统内部状态。这是从” 信号与系统” 迈向” 现代控制理论” 的桥梁。
在后续课程中：- 自动控制原理：状态反馈、极点配置、状态观测器 - 最优控制：

LQR、Kalman 滤波 - 系统辨识：从输入输出数据估计状态方程

0.10 第 8 章：离散时间系统 Z 域分析

0.10.1 本章学习目标

• 理解 Z 变换与拉普拉斯变换的关系
• 掌握离散系统的系统函数 H(z)

• 理解频率响应 H(ejΩ) 的概念
• 能用 Z 变换分析离散系统
• 掌握离散系统的稳定性判据

0.10.2 8.1 Z 变换与拉普拉斯变换的关系

8.1.1 从 s 平面到 z 平面的映射

回顾 Z 变换的定义：z = esTs，其中 Ts 是采样周期。
令 s = σ + jω，则：

z = e(σ+jω)Ts = eσTs · ejωTs

所以：- |z| = eσTs（极径取决于 σ）- ∠z = ωTs（辐角取决于 ω）
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8.1.2 s 平面到 z 平面的映射关系

s平面 → z平面
� = 0 (虚轴) → |z| = 1 (单位圆)
� < 0 (左半平面) → |z| < 1 (单位圆内)
� > 0 (右半平面) → |z| > 1 (单位圆外)
� = 0 → �z = 0 (正实轴)
� = �_s/2 → �z = � (负实轴)
� = �_s → �z = 2� (正实轴，与�=0重合)

重要观察：s 平面上宽度为 ωs = 2π/Ts 的水平带状区域，映射到整个 z 平面。这意
味着 s 平面有无穷多个水平带都映射到同一个 z 平面——这就是多值映射。
通俗理解：s 平面像无限高的楼层，z 平面像一楼的地面——每层楼（高度 ωs 的带）

都投影到同一地面。这就是为什么离散信号的频率只在 2π（对应 ωs）范围内是唯一的。

8.1.3 从连续系统到离散系统的映射

如果连续系统的系统函数是 Hc(s)，经过采样后，离散系统的系统函数可以通过冲激响
应不变法得到：

H(z) = Z{hc(nTs)}

其中 hc(t) 是连续系统的冲激响应。

0.10.3 8.2 离散系统的系统函数

8.2.1 系统函数的定义回顾

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

∑M
k=0 bkz

−k∑N
k=0 akz

−k

系统函数与冲激响应：

H(z) = Z{h[n]}, h[n] = Z−1{H(z)}

8.2.2 系统函数的零点、极点和收敛域

H(z) = K

∏M
i=1(1− ziz

−1)∏N
i=1(1− piz−1)

或者等价的 z 多项式形式：

H(z) = K

∏M
i=1(z − zi)∏N
i=1(z − pi)

· zN−M
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因果系统的 ROC：|z| > maxi |pi|（在最大极点模值的圆外）。

8.2.3 从差分方程到系统函数

给定差分方程：

N∑
k=0

aky[n− k] =
M∑
k=0

bkx[n− k]

取 Z 变换（零初始条件）：(
N∑
k=0

akz
−k

)
Y (z) =

(
M∑
k=0

bkz
−k

)
X(z)

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

∑M
k=0 bkz

−k∑N
k=0 akz

−k

例题 1：从系统函数到差分方程 已知系统函数 H(z) = 1+2z−1

1−0.5z−1+0.2z−2，写出差分方程。
解：

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1 + 2z−1

1− 0.5z−1 + 0.2z−2

交叉相乘：

Y (z)(1− 0.5z−1 + 0.2z−2) = X(z)(1 + 2z−1)

反变换：

y[n]− 0.5y[n− 1] + 0.2y[n− 2] = x[n] + 2x[n− 1]

0.10.4 8.3 频率响应 H(ejΩ)

8.3.1 频率响应的定义

对于稳定离散系统，频率响应定义为：

H(ejΩ) = H(z)
∣∣
z=ejΩ

物理意义：当系统输入为 ejΩn 时，输出为 H(ejΩ)ejΩn。

8.3.2 频率响应的计算

给定系统函数 H(z)，令 z = ejΩ：
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H(ejΩ) =

∑M
k=0 bke

−jkΩ∑N
k=0 ake

−jkΩ

幅度响应：|H(ejΩ)| 相位响应：∠H(ejΩ)

8.3.3 频率响应的周期性

离散系统的频率响应是 Ω 的周期函数，周期为 2π：

H(ej(Ω+2π)) = H(ejΩ)

这就是为什么我们通常只关心 Ω ∈ [−π, π] 或 Ω ∈ [0, 2π] 范围内的频率响应。
通俗理解：在离散系统中，频率 Ω 和 Ω + 2π 是不可区分的——就像 s 平面的多带

映射到 z 平面一样。

例题 2：一阶系统的频率响应 系统函数 H(z) = 1
1−0.5z−1，求频率响应。

解：

H(ejΩ) =
1

1− 0.5e−jΩ
=

1

1− 0.5 cosΩ + j0.5 sinΩ

幅度响应：

|H(ejΩ)| = 1√
(1− 0.5 cosΩ)2 + (0.5 sinΩ)2

=
1√

1.25− cosΩ

相位响应：

∠H(ejΩ) = − arctan
(

0.5 sinΩ

1− 0.5 cosΩ

)
• Ω = 0：|H(ej0)| = 1√

1.25−1
= 1

0.5
= 2，相位 0

• Ω = π：|H(ejπ)| = 1√
1.25−(−1)

= 1√
2.25

≈ 0.67，相位 arctan(0) = 0

这是一个低通滤波器。

8.3.4 从零极点图估计频率响应

和连续系统类似，可以从零极点图估计离散系统的频率响应：

|H(ejΩ)| = K

∏M
i=1 |ejΩ − zi|∏N
i=1 |ejΩ − pi|

几何解释：ejΩ 是单位圆上的点，从零/极点到单位圆上点的向量长度决定了幅度。
关键观察：- 极点靠近单位圆 → 在该频率附近产生谐振峰 - 零点靠近单位圆 → 在

该频率附近产生凹陷 - 零点在单位圆上 → 在该频率处传输完全被阻止（陷波）
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0.10.5 8.4 用 Z 变换分析离散系统

8.4.1 系统响应分析

系统总响应：

y[n] = yzi[n]︸ ︷︷ ︸
零输入响应

+ yzs[n]︸ ︷︷ ︸
零状态响应

Z 变换方法可以同时求出两者（通过包含初始条件的时移性质）。

8.4.2 系统的稳态响应

对于稳定系统，当输入为正弦序列 x[n] = cos(Ω0n) 时，稳态输出为：

yss[n] = |H(ejΩ0)| cos(Ω0n+ ∠H(ejΩ0))

通俗理解：和连续系统一样，离散 LTI 系统对正弦输入的稳态输出是同频率的正弦，
幅度和相位由频率响应决定。

例题 3：正弦稳态响应 系统 y[n]− 0.5y[n− 1] = x[n]，输入 x[n] = cos(πn/2)，求稳态
输出。
解：
系统函数：H(z) = 1

1−0.5z−1

频率响应：H(ejΩ) = 1
1−0.5e−jΩ

在 Ω = π/2 处：

H(ejπ/2) =
1

1− 0.5e−jπ/2
=

1

1 + 0.5j
=

1√
1.25

e−j arctan(0.5)

= 0.894e−j26.6◦

所以稳态输出：

yss[n] = 0.894 cos
(πn

2
− 26.6◦

)
8.4.3 离散系统的方框图实现

与连续系统类似，离散系统的方框图使用三种基本单元：
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单元 符号 时域 z 域

加法器 � x1 + x2 X1 +X2

数乘器 � ax aX

延迟器 D x[n− 1] z−1X(z)

注意：离散系统的基本存储单元是延迟器（z−1），而不是积分器。延迟器保存输入
值一个采样周期。

直接 II 型实现 对于 H(z) = b0+b1z−1+b2z−2

1+a1z−1+a2z−2：

������������������������
� �

x[n] �→���→z^{-1}��→z^{-1}��→ y[n]
↑ -a� �
� �
�����������

���b������
� �
���b����→�
�
���b�����

更标准的形式：

x[n]��→���→[z^{-1}]��→���→[z^{-1}]��→���→ y[n]
↑ -a� � ↑ -a� �
� � � �
������������ ������������

� �
����b��������������
� �

b��������� �
����b�

例题 4：直接 II 型实现 系统 H(z) = 1+2z−1

1−0.5z−1+0.2z−2，画出直接 II 型方框图。
解：
系数：b0 = 1, b1 = 2, a1 = −0.5, a2 = 0.2
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x[n]��→���→[z^{-1}]��→���→[z^{-1}]��→ y[n]
↑0.5 � ↑ -0.2 �
� � � �
������������ ������������

� �
����2��������������
� �

1��������� �
������0

注意：a1 = −0.5，反馈回去要取反，所以实际反馈系数是 0.5；a2 = 0.2，反馈回去
取反得到 −0.2。

0.10.6 8.5 离散系统的稳定性判据

8.5.1 稳定性的充要条件

因果离散 LTI 系统稳定的充要条件：

所有极点pi 满足|pi| < 1

等价形式：系统函数 H(z) 的收敛域 ROC 包含单位圆。

8.5.2 从系统函数判断稳定性

对于因果系统，H(z) 的分母多项式 D(z) 的所有根的模都小于 1。

一阶系统 H(z) = b0+b1z−1

1+a1z−1，极点在 z = −a1。
稳定条件：|a1| < 1。

二阶系统 H(z) = b0+b1z−1+b2z−2

1+a1z−1+a2z−2

稳定条件（Jury 判据）：

|a2| < 1

|a1| < 1 + a2

例题 5：稳定性判断 判断系统 H(z) = 1
1−1.5z−1+0.5z−2 是否稳定（假设因果）。

解：
极点是 z2 − 1.5z + 0.5 = 0 的根。
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z =
1.5±

√
2.25− 2

2
=

1.5± 0.5

2

p1 = 1，p2 = 0.5

|p1| = 1（在单位圆上），|p2| = 0.5 < 1

极点 p1 = 1 在单位圆上，所以系统临界稳定。

8.5.3 离散系统稳定性与连续系统稳定性的对应

连续系统 离散系统

极点 ℜ{p} < 0（左半平面） 极点 |p| < 1（单位圆内）

极点 ℜ{p} = 0（虚轴） 极点 |p| = 1（单位圆上）

极点 ℜ{p} > 0（右半平面） 极点 |p| > 1（单位圆外）

h(t) 绝对可积 h[n] 绝对可和

0.10.7 8.6 零基础学生常见困惑

Q1: 为什么离散频率 Ω 只在 [−π, π] 范围内有意义？

A：因为 Ω 和 Ω + 2π 对应的 z = ejΩ 在单位圆上的位置相同。所以离散信号中的” 最
高频率” 是 Ω = π（对应连续频率 fs/2）。

Q2: 如何将连续系统的知识应用到离散系统中？

A：使用以下对应关系：

连续 离散

s（微分算子） z（移位算子）

H(s) H(z)

H(jω) H(ejΩ)

左半平面稳定 单位圆内稳定

卷积积分 卷积和

微分方程 差分方程

拉普拉斯变换 Z 变换
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Q3: 零极点图分析在离散系统中和连续系统有什么不同？

A：- 连续系统：稳定边界是虚轴（竖直线），频率响应沿虚轴读取 - 离散系统：稳定边
界是单位圆（圆形），频率响应沿单位圆读取
两者在几何直观上不同，但分析方法完全类似。

Q4: 为什么离散系统的频率响应是周期的？

A：因为 H(ejΩ) 中的 ejΩ 是 Ω 的周期函数（周期 2π）：

H(ej(Ω+2π)) = H(ejΩej2π) = H(ejΩ)

这是离散系统特有的性质——连续系统的频率响应 H(jω) 不是周期的。

Q5: 如果系统不稳定，频率响应还有意义吗？

A：没有。不稳定系统的输出会发散，不存在稳态。在不稳定系统中，H(ejΩ) 的表达式
虽然可以” 算” 出来（代入 z = ejΩ），但不再具有” 频率响应” 的物理意义。

0.10.8 8.7 本章小结

核心公式

概念 公式

s-z 映射 z = esTs

系统函数 H(z) =
∑

bkz
−k∑

akz−k

频率响应 H(ejΩ) = H(z)
∣∣
z=ejΩ

正弦稳态 yss[n] = |H(ejΩ0)| cos(Ω0n+ ∠H)

稳定性 所有极点 |pi| < 1

必须掌握的能力

1. 理解 s 平面到 z 平面的映射关系
2. 能从差分方程求系统函数，反之亦然
3. 能计算和绘制离散系统的频率响应
4. 能用 Z 变换分析离散系统的响应
5. 能判断离散系统的稳定性
6. 能实现离散系统的方框图
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连续与离散系统对比总结

连续系统 离散系统

� �
�� 微分方程 �� 差分方程
�� 冲激响应 h(t) �� 冲激响应 h[n]
�� 卷积积分 y = x * h �� 卷积和 y = x * h
�� 拉普拉斯变换 H(s) �� Z变换 H(z)
�� 频率响应 H(j�) �� 频率响应 H(e^{jΩ})
�� 稳定性：Re(p) < 0 �� 稳定性：|p| < 1
�� 基本单元：积分器 �� 基本单元：延迟器

0.10.9 8.8 综合例题

例题 6：完整系统分析

某离散 LTI 系统的差分方程为：

y[n]− 1

2
y[n− 1] +

1

4
y[n− 2] = x[n] + x[n− 1]

(1) 求系统函数 H(z)

(2) 判断系统稳定性
(3) 求频率响应 H(ejΩ) 在 Ω = 0 和 Ω = π 处的值
(4) 求冲激响应 h[n]

解：
(1) 取 Z 变换：

Y (z)− 1

2
z−1Y (z) +

1

4
z−2Y (z) = X(z) + z−1X(z)

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1 + z−1

1− 1
2
z−1 + 1

4
z−2

(2) 极点：z2 − 1
2
z + 1

4
= 0

z =
0.5±

√
0.25− 1

2
=

0.5± j
√
0.75

2
= 0.25± j0.433

|p| =
√
0.252 + 0.4332 =

√
0.0625 + 0.1875 =

√
0.25 = 0.5 < 1

所以系统稳定。
(3) 频率响应：
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H(ejΩ) =
1 + e−jΩ

1− 1
2
e−jΩ + 1

4
e−j2Ω

Ω = 0：

H(ej0) =
1 + 1

1− 1
2
+ 1

4

=
2
3
4

=
8

3

Ω = π：

H(ejπ) =
1− 1

1 + 1
2
+ 1

4

=
0
7
4

= 0

所以系统在直流 (Ω = 0) 处增益为 8/3，在最高频 (Ω = π) 处增益为 0——这是一个
低通滤波器。
(4) 冲激响应：

H(z) =
1 + z−1

1− 1
2
z−1 + 1

4
z−2

写为 z 的形式：

H(z) =
z(z + 1)

z2 − 1
2
z + 1

4

=
z(z + 1)

(z − 0.25− j0.433)(z − 0.25 + j0.433)

对 H(z)/z 展开：

H(z)

z
=

z + 1

(z − 0.25− j0.433)(z − 0.25 + j0.433)

（实际计算需使用复数部分分式，略）
由于极点在单位圆内，冲激响应是指数衰减的振荡序列。

0.10.10 8.9 课程总结
至此，我们已经完成了信号与系统课程的全部 8 章学习。以下是整个课程的知识框架：

知识框架总览

信号与系统

/ \
连续系统 离散系统

/ | \ / | \
时域分析 频域分析 复频域 时域分析 Z域分析
� � � � �
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� � � � �
微分方程 傅里叶 拉氏 差分方程 Z变换
卷积积分 变换 变换 卷积和

核心思想

1. 分解：复杂信号分解为简单信号的组合
2. 变换：通过变换域简化问题
3. LTI 系统的特征函数：复指数信号 est/zn 是 LTI 系统的特征函数
4. 对偶性：连续和离散系统之间存在深刻的对应关系
祝学习顺利！
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